﻿A HALANAY TEORIA CĂLI TAT I VĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE STABILITATEA DUPĂ LIAPUNOV OSCILAȚII SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT EDITURĂ ACADEMIEI REPUBLICII POPULARE ROMlNE Coperta de: Stoian Eugen PREFAȚĂ Teoria calitativă a ecuațiilor diferențiale cunoaște în ultima vreme o dezvoltare constatată prin numărul mare de cărți și lucrări originale care-i sînt dedicate Se știe că începuturile teoriei calitative a ecuațiilor diferențiale sînt nemijlocit legate în lucrările lui Poincare, Liapunov, Birkhoff, de probleme clasice ale mecanicii și mecanicii cerești Așa au apărut și teoria stabilității și teoria matematică a oscilațiilor cu metoda parametrului mic și teoria generală a sistemelor dinamice Perioada de mare avînt, din jurul anului , a teoriei calitative a ecuațiilor diferențiale în Uniunea Sovietică a pornit pe deoparte de la reluarea, la Institutul de aviație din Kazan, a problemelor teoriei stabilității cu aplicație la studiul stabilității avionului, iar, pe de altă parte, la Moscova, datorită observației lui A A Andronov asupra utilității aparatului matematic al teoriei soluțiilor periodice ale ecuațiilor neliniare pentru explicarea unor fenomene ale radiotehnicii Este perioada fixată de exemplu de celebra carte de teoria oscilațiilor a lui A A Andronov, Haikin și Witt la care se adaugă la fel de cunoscuta carte de „mecanică neliniară” a lui Krîlov și Bogoliubov începînd din , la Universitatea din Moscova funcționează seminarul de teoria calitativă a ecuațiilor diferențiale, orientat în special spre problemele teoretice fundamentale Bilanțul activității seminarului în prima perioadă este fixat în cele două ediții ale monografiei lui V V Nemîțki și V V Stepanov „Teoria calitativă a ecuațiilor diferențiale” a căror circulație largă a și dat denumirea acestei direcții de cercetare în ultimii — ani, atît teoria stabilității, cît și teoria soluțiilor periodice (la care se adaugă problema soluțiilor aproape-periodice), au primit un nou impuls prin faptul că ele reprezintă o parte din aparatul mate matic al teoriei reglării automate Caracteristic pentru dezvoltarea teoriei calitative a ecuațiilor diferențiale este faptul că, pentru rezolvarea problemelor ei, se folosește un aparat matematic tot mai variat: topologia și analiza funcțională, algebră liniară și teoria funcțiilor de o variabilă complexă Ținînd seama de marea varietate a problemelor, alegerea materialului pentru o carte dedicată teoriei calitative a ecuațiilor diferențiale este o problemă grea, în această monografie autorul a fost călăuzit de ideea unei expuneri sistematice, închegate, a teoriei stabilității (bazată în primul rînd pe metoda funcției lui Liapunov) și a teoriei oscilațiilor, inclusiv teoria sistemelor cu parametru mic în această expunere accentul a fost pus tocmai pe teoremele generale, pe acea dezvoltare a teoriei care clarifică ideile și metodele A fost introdus un capitol relativ la teoria stabilității sistemelor de reglare, în care accentul cade de asemenea pe cele mai generale teoreme obținute în această direcție, în particular pe prezentarea contribuției esențiale adusă aici de V M Popov, membru corespondent al Acad R P R Ultimul capitol reia problemele teoriei stabilității și teoriei oscilațiilor în cadrul sistemelor cu întîrziere, care în ultima vreme ocupă un loc din ce în ce mai mare atît în preocupările matematicienilor cît și ale celor ce lucrează în domeniul aplicațiilor în întreaga lucrare au fost cuprinse o serie de rezultate obținute la noi în țară; în particular, ultimul capitol reprezintă o expunere sistematică și perfecționată a rezultatelor autorului în teoria sistemelor cu întîrziere Comentariile bibliografice de la sfîrșitul fiecărui capitol au în primul rînd menirea de a indica acele izvoare care au fost nemijlocit folosite pentru redactarea lucrării sau ale căror idei sînt dezvoltate în lucrare Există și un număr mic de excepții — semnalarea unor lucrări fundamentale care nu au fost cuprinse în lucrare deoarece ar fi cerut dezvoltări prea mari De altfel, nici chiar în sensul limitat despre care s-a vorbit mai sus, bibliografia nu are pretenția de a fi completă AUTORUL TABLA DE MATERII Pag INTRODUCERE § Scrierea vectorială a sistemelor de ecuații diferențiale § Teorema de existență § Inegalități diferențiale § Teorema de unicitate § Teoremele de continuitate și de derivabilitate în raport cu condițiile inițiale Capitolul I TEORIA STABILITĂȚII DUPĂ LIAPUNOV § Teoreme asupra stabilității și stabilității uniforme § Stabilitatea asimptotică § Sisteme liniare § Stabilitatea la sistemele liniare § Sisteme liniare cu coeficienți constanți § Funcția Liapunov la sisteme liniare cu coeficienți constanți § Teoria stabilității după prima aproximație § Stabilitatea în raport cu perturbați! permanente § Sisteme liniare cu coeficienți periodici § Condiția lui Perron Capitolul II STUDIUL STABILITĂȚII ABSOLUTE LA SISTEMELE NELINIARE DEREGLARE AUTOMATA § Forma canonică și funcția Liapunov corespunzătoare § Studiul intrinsec al sistemelor de reglare § Metoda lui V M Popov § Stabilitatea practică a sistemelor cu elemente de tip releu Capitolul III TEORIA OSCILAȚIILOR § Oscilații liniare § Soluții aproape-periodice ale sistemelor liniare $ Sisteme cvasiliniare Pag- § Sisteme cu parametru mic § Metoda luării mediei § Metode topologice § Sisteme autonome § Sisteme autonome cu parametru mic § Soluții periodice de speța a doua § O metodă de aproximații succesive § Perturbații periodice ale sistemelor autonome § Perturbații singulare Capitolul IV SISTEME CU ARGUMENT TNTTRZIAT § Teorema de existență Proprietăți generale § Teoria stabilității Liapunov § Condiția lui Perron la sistemele cu întîrziere § O evaluare în teoria stabilității sistemelor liniare cu întîrziere § Stabilitatea unor sisteme de reglare cu întîrziere § Sisteme liniare periodice cu întîrziere § Sisteme periodice cu argument întîrziat Cazul critic § Cazul critic la sisteme generale cu întîrziere § Teoria stabilității sistemelor liniare periodice cu întîrziere § Stabilitatea sistemelor liniare periodice cu întîrziere mică § Sisteme cu parametru mic, cu întîrziere § Sisteme cu argument întîrziat cu parametru mic § Soluții aproape-periodice la sisteme cvasiliniare cu întîrziere § Metoda luării mediei la sisteme cu argument întîrziat § Alte teoreme relative la soluții periodice și aproape-periodice ale sistemelor cu întîrziere ANEXA I Elemente de teoria transformatei Fourier • II Permutarea ordinii de integrare la integrala Stieltjes III Teoria stabilității sistemelor liniare staționare cu întîrziere Bibliografie INTRODUCERE La baza întregii teorii calitative a ecuațiilor diferențiale stau teoremele generale de existență, unicitate și dependență continuă de condițiile inițiale și de parametri De aceea vom începe prin a reaminti aceste teoreme generale, stabilind cu acest prilej unele leme care vor fi întâlnite adesea în cele ce urmează De asemenea vor fi precizate cele mai frecvente notații § SCRIEREA VECTORIALĂ A SISTEMELOR DE ECUAȚII DIFERENȚIALE Să considerăm un sistem de ecuații diferențiale de forma =fi (t, ®„), (i = , , n) Vom nota cu x vectorul coloană Vom folosi de obicei norma euclidiană |ж| = xf + în unele cazuri sînt convenabile și normele echivalentei®] = |«i|+ |®»l + + • • • + | xn | sau I® | = max | xt (; cînd vom folosi aceste norme vom i = , , ,» menționa special acest lucru Derivata vectorului x(t) este prin definiție vectorul d®„ TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Aceasta nu este o definiție formală; ea coincide cu lim — , Ж, t — t limita fiind definită cu ajutorul normei introduse De asemenea integrala vectorului x(t) pe [a, b] este prin definiție vectorul Nici aceasta nu este o definiție formală; se poate ajunge la ea definind integrala în mod obișnuit cu ajutorul sumelor Riemann Foarte adesea vom folosi evaluarea Avem x(t)dt Notăm f 'b \ fb \ f fb (t) I I \ ^ ( I “ • • • “F I \ pd a bk — —■■■ * Rezultă - к •ъ x(t) d$ к i a a Pe de altă parte, рь рь pft £W» = EM = \ к к a Ja к Ja Dar bl = , deci к rb к а ceea ce demonstrează evaluarea scrisă mai sus b § TEOREMA DE EXISTENȚĂ în notațiile vectoriale introduse, sistemul de ecuații diferențiale se scrie d x — =/(«, x) at ( ) INTRODUCERE Vom presupune în cele ce urmează că / e continuă într-un domeniu C-R"+ Definiție O funcție există o г-soluție a sistemului ( ) pe |t astfel ca cp(/ ) = x Demonstrație Deoarece / e continuă pe mulțimea compactă I>, ea este uniform continuă, deci pentru e> există (e)> astfel ca \f(t, x)~ f(h I pentru (t, x)£D, (Г, x)£D, \ t — Г| *P( = фР*- ) H- /Р*- ф(^*- )](^ ^t-l) pentru tk (t) \ ^ M \ t — t | Pentru ) rezultă t — tk k ф( ] — ф(^ь-і)] f P, *г( ] I \ a — mm a, — [ M J Atunci există pe |Z — t | a o soluție , e„+ QO pe baza lemei o En-soluție — Г| Rezultă că funcțiile —о Д Fie cp și ф continue în [/ , t + a) și cu proprietățile : «) )- f») D -Ф( >Я Ф(ОЪ pentru «€ [ • ф(і); această mulțime nu conține pe t conform ipotezei Dacă nu e vidă, fie marginea ei inferioară Avem Ф( )-De aici rezultă că există t Ф( ф(і), ceea ce contrazice definiția lui ca margine inferioară Mulțimea considerată rezultă deci vidă și Ierna e demonstrată Lema Fie f continuă pentru | t — t | а, | у — y | b Fie M - max \f(t, у) |, a = min (a, — , astfel incit dacă s + ₽]• Fie e» > , en+i QO deci y'*(t) -rf(t, ytf)) Șirul yn(t) fiind monoton descrescător, funcțiile yn(t) rezultă uniform mărginite, iar șirul derivatelor y„(t) fiind uniform mărginit, funcțiile yn(t) rezultă egal continue Dar atunci, pe baza teoremei lui Arzelă, șirul yn (t) rezultă unifom convergent pe [Zo, t + ] ^( rezultă soluție a ecuației y' = f(t, y) Deoarece y„ -► y , rezultă y(t )=y Fiez(i) o soluție oarecare cu«(f ) = —y Avem pentru toți n, pe baza lemei , z(t) oo se capătă z(t) (t) o f uncție derivabilă pe [i , Zo + ] astfel ca , e„+ («)]+ e», w(«oX^Go) / astfel încît \ | z(s) |ds= r Jto • ^ atunci z{s) = pentru t t avem \ | z(s) | ds =f= Fie v(t) = ( | z(s) Ids Avem^-^ («- ) Dar pentru avem In »( , Presupunem că pe [a, ] are loc inegalitatea г ( )]ds I £г(^ M* J ) — г (*о) I + (еі + ег)(^ — U + Dacă a a t (t) = ( ) = b-luînd ca punct inițial pe b și ca valoare inițială pe care pentru t = t ia valoarea x Teorema Dacă, \f(t, xj — f(t, x ) | )]ds Rezultă, pentru , I oc(t; «o, xn) — x(t; t , x ) | Жо)] Y (s, t ) (a?! - ® )ds Rezultă de aici x(t-, t , xj — x(t; t , x ) — Y (t, i )(® — ® ) = = IЖ ®(«; «o, ® )] — Ж ®(s; to, жо)] — /o I a/[ , r(S| ,a)(ji dj O X Ținînd seama de ipoteza asupra diferențiabilității funcției f deducem a?(«; t , Xr) — x(t-, t , x ) — Y(t, ^(a^ — x ) = = \ Лр, ®(« to, ®o)] (» ^o, ®i) — ^(s ; «o, x ) — Y (s, astfel încît dacă eroarea la stabilirea condițiilor inițiale este mai mică decît sîntem siguri că eroarea în orice — soluție construită cu aceste condiții inițiale este mai mică decît e Trebuie însă subliniat că această proprietate este stabilită pe un interval finit (a, b) de variație a lui t; depinde de mărimea acestui interval și scade cînd mărimea intervalului crește Rezultă că o soluție va avea în realitate caracter fizic numai dacă pentru intervale de mărime destul de mare, este destul de mare, de ordinul erorilor de măsurătoare Un mod de a realiza aceasta constă în a cere ca să nu depindă de mărimea intervalului considerat Ajungem astfel la noțiunea de stabilitate în sensul lui Liapunov Un alt mod de a ajunge la această noțiune este următorul Considerăm o soluție a sistemului care descrie desfășurarea unui anumit fenomen Să presupunem că în desfășurarea fenomenului au intervenit perturbații de scurtă durată care nu pot fi cunoscute exact și deci nu pot fi luate în seamă în studiul matematic al fenomenului După ce aceste perturbații și-au încetat acțiunea, fenomenul va fi descris de același sistem de ecuații diferențiale ca și înainte de apariția lor Ce s-a petrecut însă ? Sub influența per-turbațiilor, fenomenul a fost modificat, deci valoarea corespunzătoare momentului cînd perturbațiile își încetează acțiunea va fi alta decît aceea TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE dată de soluția considerată la început Rezultă că după încetarea acțiunii perturbațiilor fenomenul va fi descris de altă soluție decît cea cu care am plecat Cu alte cuvinte efectul unor perturbații de durată scurtă constă în trecerea de la o soluție cu anumite condiții inițiale la o soluție cu alte condiții inițiale, drept moment inițial fiind considerat momentul cînd per-turbatiile își încetează acțiunea Cum în orice model matematic al fenomenelor naturale se neglijează asemenea perturbații, pentru ca fenomenul să fie corect descris și soluția matematică să aibă sens fizic este necesar ca modificări mici ale condițiilor inițiale să nu aibă efecte prea mari asupra soluției Această condiție este întotdeauna asigurată pe un interval dat (a, b) de teorema de continuitate în raport cu condițiile inițiale Aceleași raționamente ca mai înainte ne fac să considerăm necesară independența lui de mărimea intervalului și ne conduc astfel la noțiunea de stabilitate a soluției § TEOREME ASUPRA STABILITĂȚII $ STABILITĂȚII UNIFORME Să trecem acum la definiția precisă a stabilității Considerăm sistemul = f(t, «) ( ) dt și fie x (t) o soluție a sistemului definită pentru t >> tQ Definiție Vom spune că soluția x(t) este stabilă dacă pentru orice £ > există (e; tQ) astfel incit dacă | xQ — x(tQ) | există (e; t ) astfel incit dacă xQ — x(tQ) | tQ Dacă x(t) este soluția a cărei stabilitate o studiem (subliniem cu acest prilej faptul că întotdeauna este vorba despre stabilitatea unei anu-mite soluții, pe care o presupunem cunoscută), prin schimbarea de variabile у = x — x(t) putem reduce întotdeauna problema la studiul stabilității soluției у = într-adevăr, obținem = ^ ~ =&’ ® У + ~ ® = F ar ar at dv și noul sistem — = F(t, y) admite soluția у = corespunzătoare soluției d t TEORIA STABILITĂȚII x = x(t) Condiția | x(t ) — x | a(\x I), unde a(r) este continuă, monoton crescătoare și a ( ) = ; c) V*(t) = V(t, x(t)) este monoton descrescătoare oricare ar fi soluția x(t) a sistemului ( ) cu |»(Z ) | s > dat și (s; t ) astfel ales încît | x | Zo a soluțiilor cu condiții inițiale într-o vecinătate a lui x = , deoarece faptul că | x(t; t , x ) | > , \x | ) si reuniunea graficelor soluțiilor din M, cu proprietățile V(t, ) = , V(t, x(t)) a(\ x (t) |), V(t, x(t)) mono- ton descrescătoare pentru orice soluție x(t) din M Atunci soluția banală a sistemului e stabilă relativ la M Noțiunea de stabilitate definită mai sus are dezavantajul că este direct legată de momentul inițial t$ ; valoarea a abaterilor inițiale admise depinde nu numai de abaterea admisă pentru soluție, ci și de’ momentul inițial Or, dacă ne întoarcem la problema perturbațiilor cu acțiune de scurtă durată, este clar că asemenea perturbații pot apărea în diferite momente ale desfășurării fenomenului și tocmai aceste momente (mai exact, momentele cînd acțiunea perturbatoare încetează) sînt considerate drept momente inițiale Pentru ca noțiunea de stabilitate introdusă să aibă valoare fizică este deci de dorit ca perturbațiile inițiale admise care nu au efect dăunător să nu depindă de momentul inițial Ajungem astfel la noțiunea de stabilitate uniformă DefiNiȚiE Soluția banală x~^ se numește uniform stabilă dacă pentru orice e > există (e) > astfel incit dacă | xQ | , | x I / • TEORIA STABILITĂȚII Teorema Dacă soluția banală a sistemului este uniform stabilă, există o funcție V(t, x) cu proprietățile din teorema precedentă Demonstrație Punem V(t, x) = sup \ x(t + a -, t, x) \ Funcția V(t, x) e definită pentru i > О, | ж | Ix(t; t, ж) | — | ж |, o> deci V(t, ж) > |ж | în sfârșit, fie К (t) = V[i, ж (t j t , ж )] = sup |ж(« * g j f, x(t j i , ж )) | = = sup |ж($+ a; t , ж ) | Fie > t , d = — t Avem F*(« ) = sup I ж( O există > O (depinzînd de e și / , iar în cazul stabilității uniforme numai de e) astfel ca, dacă |a? | + + I Уо I tQ, | x | H, у arbitrar, cu proprietățile : ° V(t, O, ) = O, V(t, x, y) continuă pentru x = О, у = O •, ° V(t, x, y) a(\ x \ ) cu a(r) continuă, monoton crescătoare, a( ) = O ; ° V[t, x(t), y(t)]e monoton descrescătoare pentru orice soluție x(t), y(t) a sistemului cu \x(t) | H Atunci soluția banală a sistemului ( ) este stabilă în raport cu compo-nentele x Dacă în plus V(t, x, y) b(\x\ + \y |), unde b(r) e ca în teorema ', atunci stabilitatea e uniformă Demonstrație Fie г > O, > O ales astfel ca У(/о, /o) I x | Mai departe, y*(i) = V[t, x(t-, t , x , yj, y(t-, «o, «o, o)] = = sup \x(t + a; t, x (t j t , x , у ), y(t-, t , x , yQ)) | = = sup \x(t + a; t , x , O)| o^O Fie Zj > i , d = ^o)- £> Fie = inf So (Zo); > O căci (Zo) poate fi aleasă continuă Pentru O arbitrar, avem кы tQ O și orice t > O există x cu | x | O și t > O există (s, i ) > O astfel ca | x | i rezultă Vțt, xțt; t , x )) ^Vțt , x ) If (to, ®o)l, deci bț\xțt-, t , x ) I) > |У (t , x ) | deci | x(t; t , ® ) I > x(| V (t , a? )|) Din condiția ° rezultă lim sup + X{t + , V(t’ X{t ’ Жо)) Л-Ю+ h deci V(t,x(t-, «o, «o)) c[& ( |F(t , ® )|)] deci V(t, x(t; t , ® )) xo) G ^o) c » xo) !)]• TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Dar aceasta înseamnă că lim V(t, »(t; / , ж )) = — oo, t->QO ceea ce contrazice faptul că I V(t, x(t-, t , ж )) | , orice Zo > și orice > există x cu |® | Zo astfel ca |® (T ; t , x ) | > s § STABILITATEA ASIMPTOTICĂ De multe ori nu este suficient faptul că perturbațiile cu acțiune de scurtă durată nu duc la perturbații mari ale soluției ci natura problemei cere ca efectul acestor perturbații să se amortizeze, să dispară după un interval destul de mare de variație a lui t Astfel se ajunge la noțiunea de stabilitate asimptotică pe care o vom defini în cele ce urmează Definiție Soluția x = se numește asimpt tic stabilă dacă e stabilă și în plus există (t )> cu proprietatea că dacă |a? | QO Soluția x = se numește uniform asimptotic stabilă dacă există > > și funcțiile (e) și Т(г) cu proprietatea că |a? | tQ iar\xQ | / + Т(г) implică \x(t-, tQ, # )| , | | , | x \^Hși \ fc(s)ds == O (t — / ), atunci existența funcției Т(г) este sufici-entă pentru stabilitatea asimptotică uniformă într-adevăr, fie e > , Т(г) valoarea corespunzătoare; alegem pe (e) astfel încît |a? | жо)] л->о+ h с [У\^ *^(^ ^o))]? unde c(r) este continuă și monoton crescătoare, c ( ) = Atunci soluția x = este asimptotic stabilă Demonstrație Pe baza teoremei soluția este stabilă Din ipoteză У [t, x(t; tQ, sr )] rezultă monoton descrescătoare, deci există Vo = lim [Z, ж(і; t , ж )] t —► oo Dacă Vo =(= , avem с(У ) =/= Și cum c(r) e monotonă, c[P(Z, ^o, жо))] > c(K ), deci с[ У (Z, x(t; Zo, ®q))] + Ji Integrînd rezultă У[/, x(t-, tQ, a? )] У («o, #o) c(^o) ^o) deci У [t, x(t -, tQ, sr )] tinde către —oo cînd t -► oo, ceea ce contrazice faptul că У[/, x\t-, tQ, ж )]> a(\x(t-, tQ, xQ)\) Bezultă Уо— și din У [t, x(t; / , rezultă a( \x(t; tQ, xQ) |) -> deci \x(t; tQ, xQ) | -► cînd t -► oo și teorema e demonstrată Observații ) Considerăm sistemul = X(t, x, y), = Y(Z, x, y), X(t, , ) = , Y (Z, , ) = dZ dZ Presupunem că există V(t, x, y) continuă și cu V(Z, x, y) a( \ x \ ), T(Z, , ) = , lim SUp * *o, xo, Уо)’ ; *o, xo> Уо)] ~ x(^ tp' xo> ț/o), xo, ț/o)] Л->о+ Л — С[У(^ x(t > ^o> xo> J/o), У(^ » ^o> xo* î/o))l • TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Atunci soluția x = , у = este asimptotic stabilă în raport cu componentele x într-adevăr, demonstrația decurge ca mai sus și se deduce lim x(t у t xOy Уо)у y(t у tOy хОу у©)] = t->oo și deci lim a(|a?(i; t , x , yf) |) = QO deci Hm | xțt; t , x , y ) | = QO ) Se vede de asemenea ușor că atît definiția stabilității asimptotica cit și întreaga teoremă se pot relativiza la o mulțime M de soluții Teorema Presupunem că există o funcție V (t, x) cu proprietățile : « (I® I) - Д , (s) i Fie | x | xțt+h; i , ® )] — У [i; xțt; i , ® )] Л-+ + b pentru t € [i , t» + Și integrînd V[t, xțt-, t , ж )]-У[і , ®o] [*(e)] (*- to, xo) I tn deci în orice caz pentru і>і +Т(е) Observații ) Dacă lim ațr) — lim bțr), t->OO r->OO TEORIA STABILITĂȚII atunci lim (e) = oo e->oo și dacă proprietățile din enunț au loc pentru toți x rezultă și = oo In acest caz spunem că avem de-a face cu stabilitatea în mare ) Ca mai sus se vede că dacă sîntem în situația din observația ) de la teorema precedentă și funcția V(Z, x, y) verifică condițiile & (en) = (en+i)- Cum j (en+i) , (e„) (căci j (e„) a fost definită ca margine superioară a mulțimii numerelor cu proprietatea că |« | oo, rezultă că X (em+ ) = Si (e„) numai pe porțiuni finite ale șirului, pe care le putem suprima, astfel încît j (s„) și deci *(s) să fie strict monoton crescătoare Funcția *(e) va fi continuă, strict crescătoare, *( ) = și |® | Zo + (s) implică |« (Z; Zo, ® ) | «o + T* (e) implică « + T* (sn) = i + Tr (sn+J deci I x (t; t , ж ) I t , \x (t; t , ж ) | t Prin urmare stabilitatea asimptotică uniformă este echivalentă cu existența a două funcții x (r) și Ф (T), prima monoton crescătoare, a doua monoton descrescătoare, astfel incit \x (t; t , x ) | , și В > astfel ca I x (t; t , ж ) | deci | x (t ; t, x) | > — L (rj, |® (т ; i, ж) | >> е £ |a?| \ е~ І,(Гі)(т~ (/ ~ T ] /, x (t ] Zo, #o))| I x(t ] Zo, Xq) I) ( T ] £ , Xq) - \%(t ^o)l) ' ІжоІ-г «(Т) ° Din cele demonstrate la punctul precedent rezultă că dacă f (t, x) e omogenă în x de gradul întîi, atunci stabilitatea asimptotică uniformă implică stabilitatea exponențială într-adevăr, dacă f (t, x) e omogenă în ж de gradul întîi, rezultă că x (t; t , к x ) = к x (t; t , x ); în ambii membri ai egalității avem soluții ale ecuației și aceste soluții coincid pentru t=t într-adevăr d d — kx(t-,t , ж ) =k — x(t;t ,x ) = di di — x (t ®o))—f kx (tt , x )) Rezultă \x (t; t , kx ) | = | I® (t; /q, x ) | к / (|ж |) ф (t to) > deci |ж(«;«о,«о)| = |®КМо,Ы x( ) Ф( т, t ■ , G" (r) > > și a > Notăm g (r) = G” (r) Atunci r rr ru * f т\ Ca fM G (r) = \ d« l g (v) d-o; GI — j = \ du \ g (o) do Jo Jo \ a / * Punem и =~ a se capătă w СГ Cr Cw — | = —\ dw\ • T (г) avem | x (t + a; t, x) | + (a-l)G(\x(t-,tQ,xQ)\) + T \ x (t ] tQ, xQ) I j [ + a T [— \x (t; £ , \a JJL к a Am folosit faptul că x* = x (t + h; t, x) = x (t + h; t, x (t; t , a? )) = x (t + h; t , x ), V (t, x)^>G ( \x I), lim \x* | = \x (t; tQ, xQ) | și T (г) e continuă h—> în definitiv am arătat că V (t, x) verifică toate condițiile din teorema în cele ce urmează vom studia proprietățile de regularitate ale funcției V (t, x) Vom presupune că/ (t, x) are următoarea proprietate : pentru orice pereche хг și x cu |a?j | ’)d« |a? (t; t , Xj) — x (t-, tm x ) i (Л, t, T) I X± - X I pentru |«! I - , e-d o \ Lh (s) ds M (h ; f, r) = ol G' (Л) eJ ) G (r) Ae ' “ ' putem obține I V (t, а?,) — V (t, x ) I > avem G (r ) G (rj deci F (t, x )>G( |ж (t + gx; t, x ) I) + + ) \x (t + ; t, xj — x (t + , Л M J -Кт(^- {гЛ KT (A XjI) -Gi} f, a? )| e /|« —a? | Din I ® (t + ъ; ®i) I = n rezultă I ®i I > (rj , TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE deci t[-i X |'j V (i, Xj) — a A j xt — x | + — aJ I»! — x | Schimbînd acum rolurile lui xr și x se capătă V (t, Xj) — V (t, ж ) > — а А I»! — x deci în definitiv | V (t, Xj) — V (t, ж ) | ) dr; , G' ( ) = , căci ( ) = , T ( ) = oo, și Gf (r) e monoton crescătoare deci Gff (r) există aproape peste tot și e pozitivă în definitiv putem formula : Теорема ' Dacă, soluția banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă și \f (h # ) - f (t, x ) I oo ->oo = oo, și cum a (r) = G (r), b (r) = a G (s (r)) rezultă lim a țr) = lim b (r) = oo T->QO r->QO De asemenea, dacă f este periodică în raport cu t de perioadă vj pentru Z > Zo, |« X K- Considerăm funcția V* țt) = V țt, x țt-, Zo, х )) Această funcție e monoton descrescătoare, deci există Vo = lim V* țt) și V* țt) Vo pentru Z Zo t—> Considerăm șirul x^ — x (Zo + leat; Zo, x ); din | fc->QO deci li V* ( t astfel ca V (t , x (t ; Zo, ®o)) (Zo, x ) = Pentru orice у > avem \x (Z ) Zo, x ) x (Z Zo, Xм) I N (y), deci lim (Z*, x (t*, Zo, Xм)) = V (f ; x (Z* ; Zo, x'o)) Dar x (Z‘ ; Zo, Xм) = x (t* ; Zo, x (Zo + кы; Zo, x )) = — x (Z ~Zq fccoy x (Zq “ “ kca } ®o)) — x (Z -f- kca Zq^ Și (Z*, x) = V (Z* + к QO ceea ce este contradictoriu Contradicția obținută demonstrează că pentru orice traiectorie cu | x | există > Zo astfel ca \x ; Zo, x ) | (s) deci lim x (Z; Zo, x ) = t->oo TEORIA STABILITĂȚII în încheierea acestui paragraf vom da criterii de stabilitate în care funcțiilor Liapunov li se cer condiții mai slabe și care se bazează toate pe lema asupra inegalităților diferențiale dată în introducere Aceste criterii au fost stabilite de C Corduneanu Teorema " Fie (t, у) o funcție continuă pentru t , + oo, (*, У) (l'> at și presupunem că prin fiecare punct (/ , yQ) , yQ , |a? | a ( |a? |)r soluția x = a sistemului ( ) este de asemenea stabilă ° Dacă soluția у = a ecuației ( ') este uniform stabilă și a ( fx |) , tQ , iq (e, tQ) > astfel ca tQ Din continuitatea funcției V rezultă că există (e, tQ) > astfel ca |a? | QO rezultă lim V (t, x (t; t , # )) = TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE deci Km a(\x(t-, t , ж ) I) = , de unde se deduce lim x (t; t , x ) — /-►oo ° Din ipoteză rezultă că există v) > astfel incit pentru e > există T (e) > cu proprietatea că din y Zo - T (e) Alegem pe So astfel ca b ( ) t + T (s) Din V [i, x (t j t > m )] у (t; t , V m )) rezultă a (| x (t; t , ® ) I) t + T (s), |« I în acest caz teorema de existență are un caracter global; soluțiile sînt prelungibile pe toată se-miaxa / > Pentru a vedea acest lucru este suficient să arătăm că pe orice interval finit soluțiile rămîn mărginite deci nu părăsesc domeniul în care sînt verificate condițiile teoremei de existență Fie x (/; / , Xq) soluția sistemului ( ) care pentru t = tQ trece prin punctul xQ Avem, pentru valorile t pentru care soluția este prelungibilă, # ? ^o) жо “b ? ^o) to TEORIA STABILITĂȚII Rezultă ^ ? ^o) I I I + \ \ A ($) I I ? ^o) I * io Aplicînd lema (consecința ), rezultă C | (s)|ds I â? (/ ; / , Xq) I | Xq I e l° , «evaluare din care rezultă că soluția rămîne mărginită pe orice interval finit Observăm că am folosit aici evaluarea | A (s) x (s ; / , Xq) I | A (s) | | x (s ',tQ, xQ) | «are rezultă direct din definiția normei matricii; anume |A | = sup \Ax | l«iCi Să observăm că dacă pentru vectori se folosește norma euclidiană, atunci | A | este dată de |/A, unde Л este cea mai mare valoare proprie a matricii A* A, (A* este matricea transpusă a lui A, cînd A este reală și conjugata lui A cînd A e complexă) Intr-adevăr, avem, conform definiției normei euclidiene |Aa?| = = (Ax, Ax) = (A* Ax, x) A (x, x) deci deci \a i ®г) deci fiind o combinație liniară de soluții ale sistemului ( ) este soluție a sistemului Avem însă x(t-,t ,a x + a a? ) = яф; i , xj + a x (t; t , a? ) deoarece cele două soluții coincid pentru t = t Propoziția este astfel demonstrată Vom scrie deci x (t, tw x ) = C (t; Zo) x Odată fixată o bază a spațiului orice transformare Imiară este dată printr-o matrice ale cărei coloane sînt imaginile prin transformarea dată ale vectorilor bazei Vectorii / \ / \ , bazei au coordonatele I ? I, I : I >• • •, I ? L deci > U va corespunde '^ ' ' unei matrici ale cărei coloane sînt soluțiile sistemului ( ) care la momentul t coincid cu coloanele matricii unitate Notînd matricea unitate cu E și nefăcînd distincție între transformarea C (t; i ) și matricea corespunzătoare, vom scrie C (t ; t ) = E Vom spune că C (t; t ) este o matrice fundamentală de soluții a sistemului ( ); deoarece coloanele matricii sînt soluții ale sistemului ( ) putem scrie —-^;- O și T (e) astfel încît dacă |a? | / + T (e) să rezulte I ж (/; Zo, я ) | / + T (e) rezultă | ( (/ J /q) Xq I tQ+ T (e) Dar | C (/; / ) u | ~ «о I î ^o) I ? deci | O (/; / ) u | t + T (s), sau |C (t; i ) | t + Л Prin inducție se verifică imediat că |C (t; t ) | - astfel ca t + (m — ) t — t j m > — (t — t ) s™ -t De aici rezultă ca mai sus | ( (t j t ) (s) « | • t , deci pentru t>t Din t > t + (m — ) rezultă | C(t; t ) | , această inegalitate rezultă din faptul că (s) t am obținut I O(*î*o)l , a > , s = (s) Tj = е~аГі, și evaluarea obținută devine Am demonstrat astfel din nou că stabilitatea asimptotică uniformă la sistemele liniare este întotdeauna exponențială Observăm că în această demonstrație nu am mai folosit ipoteza că matricea A (t) este mărginită Cu ajutorul acestei proprietăți fundamentale a sistemelor liniare se demonstrează că dacă soluția banală a unui sistem liniar este uniform asimptotic stabilă, atunci există o funcție Liapunov formă pătratică Teorema " Dacă soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă, atunci oricare ar fi forma pătratică (УР (t) x, x), cu (x, ®) , există o formă pătratică (P (t)x, x)cu fi (x, x) (P (t) x, x) Și A (V(t)x(t),x(t)) = ~(W(t)x(t),x(t)) dt oricare ar fi soluția x (t) a sistemului ( ) TEORIA STABILITĂȚII Demonstrație Definim (V(t)x,x) = ( (W (s)C (s-,t) x,C (s‘,t)x)ds, Л adică matricea V (f) este dată de relația V (t) = ț~C*(s-,t)W(s)C(s-,t)ds Л Convergența integralei este asigurată de faptul că | C (t; t ) | &s = AB \ e- asds =-^—• \ Jo a Pentru orice soluție x (t; t , х ) а sistemului ( ) avem Лоо (V(t)x (t; t , x ), x(t-,t , x ))=\ (W(s)C(s, і)х(Ці ,х ), C(s, t)x(t-, t , » ))ds= (W (s) x (s; t , Xq) , x (s, t , Xq) ) ds deci (І) ® (t j t , Xq), X(t‘,t , Xq)) — (TF (t) X(t‘,tQ, Xq), X (t $ Zq , Tq)) di în felul acesta rămîne să demonstrăm numai faptul că (V (t) x, x) [x (x, x) cu [x > Avem (P(Z)«,»)>-\ \m(C(s-,t) x, C(s-, t)x)ds =Xm\ | x(sx) | ds Jf '« Dar Г x(s-,t, x) = x + A (u) x (u ; t, x) dw Л De aici, ținînd seama de faptul că \x (u; t, x) | В |ж| pentru «i > t, rezultă Л | x (s ; t, x) — x | Xm( \x( -,t,x) | ds>X„( \x(s;t,x) | de>-^=- a| deci putem lua Teorema este complet demonstrată Observație Dacă matricea A este constantă și matricea W este aleasă independentă de t, atunci matricea V nu depinde de t Pentru a demonstra acest lucru observăm că pentru sistemele care nu depind explicit de t are loc relația x(t + t -,t ,x ) = x(t-,O,xo) (am stabilit proprietatea corespunzătoare pentru sistemele periodice; dacă sistemul nu depinde de t, atunci orice t real poate fi considerat perioadă) Această relație se scrie în cazul sistemelor liniare sub forma C (t -Ho; t ) x = C(t-,O)xo, deci C (t + ; t ) = C (t; ) Bezultă V (t) = O* (s; t)WC(s ;t)ăs = {°° O* (s + f, t)WC (s + t; t) ds = к ’л h Jo C* (s -, )WC (s;O)ds, deci V nu depinde de t § SISTEME LINIARE CU COEFICIENȚI CONSTANȚI Propoziția demonstrată în cadrul observației de mai sus are în realitate un caracter pur algebric pus în evidență încă de Liapunov Pentru a putea reproduce raționamentele lui Liapunov vom reaminti unele propoziții fundamentale relative la sistemele liniare cu coeficienți constanți și legat de aceasta, reducerea matricilor la forma normală Jordan de care vom avea nevoie și mai tîrziu Fiind dată o transformare liniară T într-un spațiu liniar n-dimensional complex și o bază e , e , , a spațiului, transformării i se atașează TEORIA STABILITĂȚII o matrice A care are drept coloane vectorii Tek scriși în baza {e„ ez, , e„} Dacă у = Tx, atunci у = Ax, x și у fiind scrierea vectorilor în baza Intr-adevăr, fie x= £ xfet, y= £ УіСс i=l i=l Avem £ /i ei — S Xk Tek i = l k = l scriind Tek = У] «u i = l rezultă n n n n / n \ £ Уі «« = £ xk £ «u = £ £ a,k xk et, i = l fc=l i = l i = l \k = l deci Уі = k=l Propoziție Dacă în baza ex,ez, , e„ transformării T îi corespunde matricea A iar în baza fv fz, , /„ îi corespunde matricea B, atunci В = = O- AC, unde C este matricea corespunzătoare trecerii de la o bază la cealaltă Demonstrație Elementele bit se capătă scriind imaginile vectorilor /, în baza/ , Avem = £ W ^ -X C ^ • ^ ^ - ^ - ~ sau (Xj X ) Ui + (Xg Xf)C U “ • • • + (\s-i ^s) = - TEORIA STABILITĂȚII Dacă • •> us-i sînt liniar independenți, rezultă (Xfc Х,)Сц = , (fc = l, ,s ) Dar prin ipoteză X* — Xs =!= , deci ck = pentru к = , s — Dar atunci c, u, = , deci ca = Prin urmare independența liniară a sistemului de s vectori va rezulta prin inducție (pentru s = rezultă din faptul că u ) Rezultă de aici că dacă transformarea T admite n valori proprii distincte, atunci ea admite n vectori proprii liniar independenți Luînd acești vectori ulf u , , u„ drept bază a spațiului, relațiile Tuk = \kuk arată că în această bază matricea transformării este diagonală și are pe diagonală elementele Xft Ținînd seama de cele stabilite mai sus rezultă : dacă rădăcinile ecuației det (A — XE) = sînt distincte, există o matrice C astfel încît matricea C~l AC să aibă forma diagonală, elementele diagonale fiind rădăcinile ecuației Aplicație Considerăm sistemul = Ax Presupunem că ecuația det (J — \E) = pe care o numim ecuația caracteristică a sistemului are rădăcinile distincte Conform celor de mai sus există o matrice C astfel încît O- AC să fie diagonală și să aibă pe diagonală elementele Xn , X„ Facem în sistem schimbarea de variabile x = Су, у = C' x Căpătăm = c-i — =C~ Ax = C~! ACy d« dZ Rezultă că sistemul în у se scrie O matrice fundamentală de soluții a sistemului are forma Rezultă că matricea fundamentală de soluții a sistemului dat se scrie X = CY Matricea C are drept coloane vectori proprii ai matricii A Rămîne deci de cercetat cazul cînd transformarea T nu admite n vectori proprii liniar independenți Să presupunem că ev flt sînt vectorii proprii liniar independenți Vom arăta că se poate alege o bază a spațiului formată din к grupuri de vectori > • • •, j /и •••>/« • • •; k-i, , hs TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE în care transformarea T să aibă forma = Xj Te — et - Xj e , , Te = + Xj ev, ■^fl=^ flf X / , , ' = / i + X /e, — Xj Aj, Th — + Xj Л , , TJi, — “Хд hs în această bază matricea corespunzătoare transformării va avea forma Xj Xi o Xx X o o X o o o o x Această formă se numește forma normală Jordan a matricii Teorema corespunzătoare se formulează astfel: Pentru orice matrice A există o matrice C astfel încît matricea C~ AC să aibă forma normală J ordan în cazul particular cînd există n vectori proprii liniar indepedenți, forma normală Jordan se reduce la forma diagonală Fără ca forma normală să fie diagonală se poate întîmpla ca unele celule jordaniene să fie de ordinul întîi Forma diagonală corespunde cazului cînd toate celulele sînt de ordinul întîi O celulă jordaniană se scrie At = XjF - I- Dacă celula e de ordinul p avem : / / \ = , = \ / ' / Jp- / \ o o = jȚp Jv + l TEORIA STABILITĂȚII Un polinom P(t) se scrie cu ajutorul formulei lui Taylor sub forma : P( = P(xx) + (* - xjP'(\) + + + ( (X ) n! deci P(A) = P(x )P + i P^xj + —(X ) i«+ + p(")(M-p n! sau P(A) = P(XJP + — (X ) i + P— ~ ) (Ь) p- ! ! (p — ) în definitiv P/i > P'(M p,, и>= S E анхіиі = E Ё = E ж«хx E x ! Tli,! — — Hi ^-z/i • • • Ив ^ X ••• Xl; Й ev + H / + • • • + H«/« + • • • + wi ^ + • • • ~ + , TEORIA STABILITATE deci Te' = -ce' + tXj - • • - v£„ev - w-i/i - • • • - тн / - -т „ Л, - и» • • • , Rămîne Te' = те' - (ai — Хг)ei + • • • -e„ - (Pi — Иг)/і - • • • * P / - Alegem Хг = «i, • • •, Иг = Pi, • • • și rămîne Te’ = те' * «p ev - P / Presupunem p > q Alegem acum baza canonică în R în modul următor : punem вр-ț-i — e ț ev — Tev+ тер^і, ep~i — Тер тер , e-^ — Te те Luăm prima grupă formată din vectorii e{eP+ iar celelalte grupe rămîn fa fq, , hi hs Pentru a arăta că avem de-a face cu o bază canonică rămîne de verificat că e\ ev+ se comportă ca o parte a unei baze canonice Avem Te — ei - те , • • •, Tep — €p~i * тер^ Tвр-і-і — ер ~ твр^-і deci ne mai rămîne de verificat numai faptul că Te'x = те' ер = Te' — те' = лрер+ pe/„ eP i == «p TeP - P Tft — та„ e — tP /, = ар (^p-l H- T^p) " P (У - " "rfq) “^V-p^p tftqfq = ар ^p— " P X| -!• Continuînd, ep , = a„ ev q, , ei — аг ex, deci Tei = «p Tet = та^ex = теі Teorema este astfel demonstrată TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Aplicație Considerăm din nou sistemul — = presupunînd de d/ data aceasta matricea A oarecare Dacă C este matricea care aduce pe A la forma normală Jordan, transformarea de variabile x = Cy aduce dt/ sistemul la forma — = By, unde В are forma normală Jordan Rezultă dZ = *іУі + Уз, ~ + Уз, • • •,^ = \y» dt dt dt , ^зУ»+ T Ур + З, , ^ Ур + З T Ур + , •••, , Л%Уѵ+д dt dt dt ^Уи+а+ +i — x w I у ^Ур+«+ • • — dt dt = \Ур+я+ +«• Sub această formă sistemul se rezolvă imediat și se capătă structura soluțiilor Este însă mai simplu să folosim alt procedeu Din teorema generală de existență a lui Cauchy rezultă că soluția >(t; t , x ) va fi o funcție analitică de ’t, deci putem scrie ®(t; t , » ) = x + x(t ) (t-t ) + » (t ) (t - t ) + + +-^-^'(^(t-to)» + ••• n! Din sistem rezultă imediat da? d a? da? d a? d a> dre x d*- # — = Ax,— = A—, — =A — , -= A -, dt dt dt dt dt dt* dt*- deci Go) = ® (^o) = (^o) ~ (^o) = (^o) = A Xq, , X'n> (t ) = An Xq Rezultă a/(t;t , ж ) = х + — J a? (t t ) + —— A x (t t ) + * ! + -^-Anx (t — t )n + n ! = E + ^- A (t - t ) + ^ (t - t ) + + — A» (t - t )« + L ! ! n! Aici convergența seriei trebuie înțeleasă ca fiind convergența celor n serii formate cu elementele matricilor TEORIA STABILITĂȚII Notăm, prin analogie, E + ^-A(t-t ) + ^-A t- + +—AUt~ t r + = ! ! ni Cu această notație soluția sistemului se scrie x(t',t , x ) = e = X* ! \ \E + , k(k-l) (k-p+ ) ^ v+ fc(fc-?) (fc-p+ ) хЛ р+ (P - )! TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE yktk yk-lțk y^- țk fc! (к — )! !(&— )! \k tk fe! \k-ltk (fc- ) ! (p l)l(k p+l)l yk-v+ țk (p- )' (k-p+ )l în acest fel structura soluțiilor sistemelor liniare cu coeficienți constanți este complet determinată Comportarea soluțiilor depinde de structura formei normale a matricii A Numerele \k, valorile proprii ale matricii A, joacă rolul esențial Anume, dacă \ , apar oscilații a căror amplitudine crește cînd t -► oo Dacă toți X* au părți reale nule sau negative avem oscilații stabile (mărginite) cu condiția că dacă = celula jordaniană respectivă să fie de dimensiune ; dacă există o rădăcină cu parte reală nulă pentru care celula jordaniană are dimensiune mai mare decît apar termeni în t care fac ca soluția să fie nemărginită; acești termeni sînt numiți uneori termeni seculari Dacă toate rădăcinile au părți reale nule și forma normală e diagonală soluțiile sînt mărginite pe toată axa în acest caz soluțiile sînt în general funcții aproape-periodice § FUNCȚIA LIAPUNOV LA SISTEME LINIARE CU COEFICIENȚI CONSTANȚI Să considerăm o formă liniară (a, x) și să vedem ce condiții trebuie să verifice vectorul a pentru ca — (a, x) = X (a, л?), x fiind soluție dt а sistemului ( ) cu matrice A constantă Avem d / ' — ( avem (Bx (t ; , ® ), x (t ; , ж )) ar rezulta instabilă, ceea ce contrazice ipoteza Prin urmare, am stabilit, cu mijloace nealgebrice, următorul fapt algebric : Dacă valorile proprii ale matricii A au părți reale negative, oricare ar fi matricea C negativ definită, există o matrice В pozitiv definită unică astfel ca BA + A*B = C Prezintă interes demonstrația pur algebrică a acestei propoziții Asemenea demonstrație a fost dată în de W Hahn folosind forma, canonică a matricilor § TEORIA STABILITĂȚII DUPĂ PRIMA APROXIMAȚIE Una din problemele centrale ale teoriei stabilității este următoarea Presupunem că avem de studiat stabilitatea soluției x (t) a sistemului ( ) Conform procedeului descris încă de la început trecem la sistemul de ecuații al mișcării perturbate Punem у = x — x (t) și obținem x )=f(t,y + x (t))-f(t, x (t)) = d \y (t; t , /o)l rezultă I у Уо) I / TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE avem | у (t; tQ, yQ) \ Rezultă I y(t А» Уо) I -^-Bei “-w |y I Dacă c ) relația В ly(t; ■Be“a,( și deci soluția banală a sistemului ( ) este exponențial stabilă Să observăm că in această demonstrație nu se mai folosește faptul că | A (u) | du ®o) I Ф G Fie x (t?; у) o soluție a sistemului ( ) Avem у (v; t, y) - x (v ; t, y) = [/ («, У (и; t, у)) — f (и, x (иt, y))~] du + + ( g y{u-, t, y))du deci I У ; t, У) — x (v; t, y) | ЛД (r) e’,(£i (r)+£(r)) ehL ; I, >) -Z [' + > » ( + Tl = lim sup У Уо)] л-> + Д y(f+ft?<>y (^ Уо))]~ [ а;( + Tl a>)l-n»,y(i;i , g ,)] + Ti h T dacă |y (t; t , y ) deci funcția V (t,x) construită pentru sistemul ( ) pe baza pro- prietății de stabilitate exponențială verifică pentru sistemul ( ) toate condițiile din teorema în acest fel teorema ' este demonstrată Vom da și pentru această teoremă încă o demonstrație, bazată pe o idee principial nouă, datorită lui Barbașin Vom presupune că I (t, Уг) ~ (t, Уі)| ж(ад; Уо) ® î ^o, Уо) I а е I у» I pentru toți £>i pentru care ІУ(«Л,Уо)І I ®(«Л, Уо) I dacăf , | yQ | I У (u;t ,yo) - x(u it ,y ) | *о, Уо) I Уо) I -®в е г е і £ в Тв+ ~ В ~ В + ЗВ = ІВ TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Considerăm acum intervalul t + T Zo + T; în loc de y vom pleca cu valoarea у (t + T; i , y ) pentru care am stabilit evaluarea | у (t + T; i , y ) | t — i , m> — (t—Zo), m> T{t "w, — > t + (m — ) T rezultă T luînd aj = — In avem = ea»r , deci | у (t; t , y ) | жо]] di dx di | z[t (t) ] t , I ( ) Z > ,deci | «(t ;т ,®,)| unde ф * (r) este monoton descrescătoare și lim ф* (r) = Y->oo Din această evaluare rezultă că soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă, deci pe baza unei observații din § este expo- TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE nențial stabilă Fie acum x (t; / , xQ) o soluție a sistemului ( ) Punem t( = k |a?(«;i ,® )|OT d«; Jo fie t (-i) inversa acestei funcții și Avem y(x) = x(t (t) ^=±XVM;I„X,}^ = dr di dr — (-^ (t) ^o > *o)] ~b (т), x (i (^) j io > ®o)]) , — У) |y|m“‘ |ж -al I x («’• fo » «о) I m da ] x (t; t , x ) | Be ко I • TEORIA STABILITĂȚII Dacă pentru t -► oo, ? (t) -> t» este prelungibilă pentru orice t, deci obligatoriu t«, = oo Rezultă că integrala este divergentă deci are loc stabilitatea asimptotică Teorema este demonstrată Să punem în evidență caracterul stabilității asimptotice pentru sistemele omogene considerate Presupunem m>l Pentru sistemul dz dx |z|w- ’ |z|=£ z= stabilitatea asimptotică este totdeauna exponențială, deci deci І«(т;т ,ж )| ®o)l • L, dx dr п|г(т;т ,ж ) | >— Z(t—т ) + ln| « | , | {т;т ,« )| >е- Г'т-т»)|« | , deci I z(r; t , « ) I > е-£ I « , (т ; t , « ) Iя- > | Xo |m-i? , — — (t-t ) I z (r ; r , ® )lm ІжоІт TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Rezultă m - ) L (t - t ) dT |tf I— deci Гт — -\ e(w- )£(T-To>dT = Klw k fT T° — \ e(W“ )Zod(T = - (e(m-l)Z(T-T ) Ț\ {m— l)L\xQ\m~ De aici l + (m — )L | xQ — Zo) i [ + (m — ) L | ж I»- (t — t )] L “ wm-i X x Prin urmare deci Rezultă («M+ ₽yÂ'dt (Z) Xo > și dacă \ I qM - ( / dZ -+■ —oo cînd Z -► oor X V V X J soluția banală rezultă asimptotic stabilă Dacă în plus (ваг + p l/А ! dZ constantă și că forma normală Jordan corespunzătoare este diagonală Fie G matricea care aduce pe A la forma normală Jordan G — C*C Atunci G Q = A + G^A* G = A + СГ C*~l А* С* O Și C G- Q C- = GAG- + G*- A* C* = GAG' + (GAG- )* Rezultă că valorile proprii ale matricii GG' QG' care coincid cu ale matricii G Q sînt tocmai dublul părților reale ale valorilor cele proprii ale matricii A Presupunînd că părțile reale ale valorilor proprii ale matricii A sînt negative și notînd cu — d pe cea mai mare dintre ele, condiția din teoremă devine di = — oo l , V (t, x) C M\ a?| Mai departe | | y(t—| — | y(t + a-,t, ж )|| + h deci M Г p (U) du y**(Z) Жо) I ” ( Кî(t) X (t ; tQ, Xq) , Ё (x(t*, tQ, Xq), t) dt |я (t; t , x ) |« \ («)d« Jf > deci V* («o) e M e * ₽*(■«> d« ЛГ | ® I e de unde se capătă în definitiv I ®(t; tOi жо) I ® ) | dx J | x | e J(* , | Y (t, x,y) \y | pentru\x | Ă: \y(t-, t , x , yQ) I ăt Mai departe, ca în teorema , deducem dV* \y(t’, t , xo, y ) | rezultă ®(Мо, Уо)К I ®ol+ț f e ®’(“ ,°) dM|^ |P = p = I ®o I + l[M P e Md« |y | ao Trecem la cea de-a doua demonstrație Fie C (t, s) matricea fundamentală de soluții pentru sistemul în £; avem \C(t, )| ale sistemului depinzînd analitic de h și cu proprietatea că funcțiile tkk(t, ) sînt mărginite pentru i>- Dacă i ?;(t,o)i>Y> o și Г I dY ] \ \Sp— [ Sistemul în x admite familia de soluții x= " (i, ) + înlocuind în sistem se constată că у > FieY = *M Rezultădet Y = ф* -ф!, ѵФг Ф / și se vede că pe baza ipotezelor teoremei, Y, Y~ “ sînt mărginite Facem schimbarea de variabile x = Y x* Sistemul devine — ( Y A Y — Y- —) x* + Y— X (t, Y x*) dt \ di] Sistemul liniar Az Л — = Alt) z di devine prin schimbarea de variabile z = Y«*, ^-(y- aY-Y-i — I z* di ț di I Acest sistem va admite soluția z{ = , г = care corespunde soluției Zt = фи z = ф De aici rezultă că matricea Y- AY—Y— -are prima coloană di nulă; fie a (t), b (i) elementele celei de-a doua coloane Avem b(t) = Sp Y- A Y - Y“ i dY di = Sp Y AY - Sp Y- — = di = Sp A — Sp Y — = Sp A —In det Y = SpA —^- п(ф? + ф|) At At At TEORIA STABILITĂȚII Sistemul în ж* are deci forma “ Л (/) (țj у ^ ) at = b(t)x^ + X (t, xi, x ), di unde X* are aceleași proprietăți ca și X Din x* = Y— x rezultă că acest sistem admite familia de soluții mărginite = Ji'V- >k(Z, ) +-І-Л Y- • și au dezvoltări în serie după puterile lui и și v începînd cu termenii de grad >> Acest sistem admite familia de soluții и = h, v = , ceea ce impune ca U (Z, u, )= V (Z, u, ) = De aici rezultă că pentru \u | C « , |® | C t? avem IV(t, u, v) I +Ф «> \ b ( ) ds \ Sp ла? —In— w ( = w (Zo) eJ,° = w (t ) eJ , deci x\(t) — (Л + Л a (t)+ )-> , x’ (t) — — (Л p ( + deci soluțiile x(t) tind către una din soluțiile există Sj (г) și (e) cu proprietatea ca oricare ar fi funcția R (t, x)cu \R(t, x) | |ж | / oricare ar fi yQ cu \yQ | uniformă a sistemului ( ) rezultă că există o funcție V (t, x) cu proprietățile : a(| ж I) Л —► - h \V(t, x^) V(t, x ) | #! x pentru | ( O), |a? unde (e) și apar în definiția stabilității asimptotice uniforme Fie yQ cul |y | , l vom avea = sup \R(t, y) | - h д—^ | h I цт gUp + fe? У ( + Jl Dar \V(t + h, y(t + h-, t, y) — V [t + h, x(t + h-, t, y)] deci | V[t + Ji, y(t + n-,t, у)] — V [i + h, x(t + h; t, у)] | o+ Л TEORIA STABILITĂȚII S = — с(І /|) Ч-СЕ&- (î)] dacă \y | t Dacă proprietatea nu are loc există Zx > tu astfel ca \y (Zx; t y ) |>e ; există atunci Zo У (^ ? ^o, /o)l Л(І У(^ io , Уо) I) = a(e) P*(io) = P (io, Уо) l pentru «з o+ h -i(Z)] = deci P*(i) i ceea ce este contradictoriu Teorema a fost astfel complet demonstrată Vom da acum unele aplicații ale acestei teoreme Aplicații ° Să presupunem că sistemul ( ) conține un număr de parametri; vom nota cu a un punct în spațiul parametrilor Sistemul ( ) se scrie dx \ — =/(i, a)- di Mulțimea punctelor pentru care soluția banală este uniform asimptotic stabilă formează în spațiul parametrilor domeniul de stabilitate al sistemului; fie G acest domeniu Considerăm un punct a € fr G; punctul se va numi punct nepericulos al frontierei domeniului de stabilitate dacă pentru orice e > există j(s) > și (s) > cu proprietatea că dacă I ®o I - Am notat aici cu p (a, a ) distanța dintre a și a în spațiul parametrilor Semnificația acestei definiții este următoarea Dacă a este un punct al frontierei domeniului de stabilitate, oricît de aproape de el se află puncte din afara acestui domeniu, deci puncte a pentru care soluția banală încetează să mai fie stabilă; faptul că ^ este un punct nepericulos al frontierei înseamnă că dacă a este destul de apropiat de a , chiar dacă se află în TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE afara domeniului de stabilitate, soluția x (t; t , x , a) continuă să ră-mînă apropiată de soluția banală, deci se păstrează anumite proprietăți de stabilitate, suficiente pentru nevoile practice Rezultă de aici că punctele nepericuloase ale frontierei domeniului de stabilitate au proprietatea că ne putem apropia oricît de mult de ele fără să riscăm ca erori sau perturbații mici să provoace pierderea stabilității O consecință imediată, a teoremei este următoarea : Dacă soluția banală a sistemului d« \ — =f(t; x-, a ) at este uniform asimptotic stabilă, punctul a este un punct nepericulos al frontierei domeniului de stabilitate într-adevăr, sistemul Ax \ =f(t, x-, a) at se poate scrie dj? —— — /(Z, x; a ) - {f (t, x; a) f(t, x $ ag)} dZ Punînd -R (Z, x) = f (Z, X j a) f (Z, x-, a ), rezultă că dacă presupunem că f este continuă în raport cu a, uniform în raport cu Z, x, atunci pentru (e) > dat există (s) > astfel ca p(an ao) Z Darp(a, a ) Z , ceea ce arată că a este un punct nepericulos al frontierei Să observăm că din cele de mai sus decurge importanța studierii stabilității și în punctele frontierei domeniului de stabilitate Acest studiu este de obicei mult mai dificil decît pentru punctele interioare ale domeniului de stabilitate ° Considerăm sistemul — X (t, x, y), dZ ~ = x,y), dZ ( ) TEORIA STABILITĂȚII unde x și у sînt vectori Presupunem X (t, , ) = , Y (t, , ) = și că soluția banală a sistemului ( ) este stabilă în raport cu componentele x; aceasta înseamnă că există ^(e) astfel ca | xQ | + | y I tQ Presupunem în plus că soluția banală a sistemului ajutător = r(t, , z) at este uniform asimptotic stabilă în aceste condiții, soluția banală a sistemului ( ) rezultă uniform stabilă Demonstrație Sistemul -J- = X, y) dZ se poate scrie sub forma = Y(t, , y) + {Y (t, x, y) - Y (t, , y)} dZ Prin ipoteză, soluția banală a sistemului ajutător este uniform asimptotic stabilă, deci, pe baza teoremei , este stabilă în raport cu perturbații permanente Rezultă că există (s) și (s) astfel că din I Уо I > , | у | Z Propoziția e demonstrată Un exemplu de aplicare a acestei propoziții a fost dat de T Hacker în studiul stabilității avionului în cazul cînd sistemul ( ) reprezintă sistemul mișcării perturbate pentru un avion, prin natura lucrurilor o parte din componente pot fi controlate de către pilot Considerînd că acestea sînt componentele notate cu x și că sistemul ( ) conține în el și acțiunea pilotului, controlul pilotului se va traduce prin faptul că soluția banală a sistemului ( ) este stabilă în raport cu componentele x Ad-mițînd, ceea ce este firesc, că acțiunea pilotului e nulă cînd componentele x sînt nule (adică admițînd că pilotul nu acționează atunci cînd nu apar perturbații), rezultă că sistemul ajutător nu depinde de acțiunea pilotului, ci numai de parametrii constructivi ai avionului Alegînd acești parametri în așa fel încît soluția banală a sistemului ajutător să fie uni TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE form asimptotic stabilă, acțiunea pilotului asupra componentelor controlabile va fi suficientă pentru a asigura stabilitatea mișcării avionului Să presupunem acum că soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă în raport cu componentele x și că soluția banală a sistemului ajutător este și ea uniform asimptotic stabilă Atunci soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă Demonstrație Deoarece soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă în raport cu componentele a?, există și T (г) astfel ca | x | + | y | t + T (e) să implice | x (t; t , x , y )\ t + To (e) să implice | x (t; i , x , î/о) I | В (t, у) | Or, | x | + | yQ | (s) deci -C(l У x , y )|) Y(g) M y(z) TEORIA STABILITĂȚII Y (c) căci pentru t >• t + To avem | x(t; i , x , y ) | • t + T (e) Ou aceasta^ demonstrația e terminată O variantă a noțiunii de stabilitate în raport cu perturbați! permanente se obține dacă în loc să cerem ca perturbațiile permanente să fie mici tot timpul, le impunem numai cererea de a fi mici în medie Sînt astfel luate în considerație clase mai largi de perturbații permanente r deci obținem o proprietate de stabilitate mai puternică ’ Definiție Soluția banală a sistemului ( ) se numește stabilă în raport cu perturbații permanente mărginite în medie dacă pentru orice z > și T > există > și v) > astfel încît oricare ar fi funcția R (t, y) cu \R (t, y)\^ tQ, unde y(t-, Уо) es^e soluția sistemului ( ) Teorema ' Dacă soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă, atunci ea este stabilă în raport cu perturbații permanente mărginite în medie Sînt presupuse îndeplinite aceleași condiții ca în teorema Demonstrație Fie У (t, x) ca în demonstrația teoremei Considerăm o soluție y(t-, tQ, yQ) a sistemului ( ), t£[/ , t] și soluția x (/; t, #(t; tQ, yQ)) a sistemului ( ) Vom avea [т -Л, у(т + Л;і , у )] — У[т + Л, x(z + hj т, у(т; і , Уо))] Уо>] — У [т + fe, ж(т + й; т, у(т; t , у ))] О+ Д Hm cupy + y(~ + fe; t , Уо)] — У [т + fe, ж(т + ^;т,у(т;^ ,у ))] + М- + Ji - lim sup + x^ + n-, T, y(r; t , y ))] — T [т, у(т; t , y )] Л-Ю - h , T > Alegem t astfel ca У (h; «o, Уо) I >s- Rezultă că există t — a(e) pentru t b deci «о, Уо) I) > «P I \ Din t У (^ ^ » Уо)]+-М’^ cp (т) dT și funcția В ( ) > definită pentru astfel ca | y | există j > și > astfel încît | yQ | i ; dacă luăm = min ( X, > și В ( ) ca inversă a funcției (г) cădem peste prima definiție, iar prima definiție implică pe a doua cu j — Soluția banală a sistemului ( ) se numește asimptotic integral stabilă dacă e integral stabilă și în plus există funcțiile T( , e) și y( , e) astfel ca |^ | t + T( , z) să implice] у {t-, t , y ) | și В ( ) definită pe (О, ) В ( ) > , lim В ( ) = , -> astfel ca oricare ar fi funcția Iqj Уо) a sistemului y) + cu | yQ | t inegalitatea | у (t; t , y ) | z astfel ca | у ; t , y ) = В ( ) Pentru [Zo, ZJ luăm > Zo astfel ca J°°| astfel ca t — - t Fie acum z(t; t , y ) soluția sistemului ( ) cu ф (Z) ales ca mai sus Din | y | Z deci |«(ti; Zo, y ) I și у ( , e) > definite pe ( , ), г > astfel ca oricare ar fi ф (Z) continuă cu \ | ф (Z) | dZ ZO+ ’( , e) să rezulte \y (t; t , y )\ astfel încît oricare ar fi T > și у > să existe y cu | y | Zo + T astfel ca го, Уо)\>г'^У^іі Уо) fiind soluția sistemului ( ) Fie T( ’, e'), у ( ', г') consțruite pe baza proprietății din enunț, y , R (Z, y) și t^ corespunzătoare pe baza ipotezei raționamentului prin absurd Fie ф^) = = R(t, y(t-, Zo, y )) pentru Zg [Zo , Zj]; avem (’l ф^) dZ = (* | R(t, y(t-, Zo, y )) |dZ Zo + + T( ', s') rezultă | z(Zx; Zo, y ) | , lim ( ) = (monotonă si -> continuă), astfel ca oricare ar fi y(t) cu derivată continuă pe [/ , cu \y (UI -Zo astfel ca )) I Zo și cum pe [Zo, Zx] avem z (t; t , у (Zo)) = у (Z), rezultă I У (Z) | • Zo cu C° | Zo avem | у (Z; Zo, y ) | , există T( , s) > , y( , e) > cu proprietatea că pentru oricare y(t) cu derivată continuă pe [Zo, Zx], Zx > Zo -ț-T și astfel ca |y(Z ) | Zo funcția ©(Z) punînd Zo + T și cum pe [Zo, Zx] avem z(Z;Z , y(Z )) = y(Z), rezultă |y(Z)| tQ condiția din enunț, deci | у (t; t , yQ) | / + Lemă Dacă V (t, x) are proprietățile : ° V (t, x) e continuă; ° | V (t, хг) — V (t, x ) | о+ Д Ф [x (t; tQ, #p)], unde x(t] / , Xq) e soluția sistemului ( ) iar Ф e continuă, atunci V(t, y(t))^V(t , y(t )) + Hl{ \y(t) —f(t, y(t))\At + [^(y(t))ăt Jfo *^ pentru orice funcție у (t) cu derivată continuă pe [i , /] Demonstrație Fie r g [i , Z]; considerăm soluția x(t-, т, у (t)) a sistemului ( ) Avem I T [т + Л, у (-? + Л)] — V [t + h, ж(т + Л; т, у (т))] | , | x | cu proprietățile : ° V(t, x)>a(\x\), V(t, ) = ; ° | V (t, xj — V (t, a? ) К Jlf | а?! — x \; TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE ° Km sup + x^ + ~ V x^ ; + ^ , x(t-, tQ, xQ) soluție a sistemului ( ), atunci Jo soluția banală a sistemului ( ) este integral stabilă Demonstrație Avem ca în lema precedentă Km sup + ^ + fe)]- ^ У(т)] - , | x | а (| ж I), V (t, ) = ; b) I V (t, x^ — V (t, x ) I alegem > astfel încît dacă | у (t ) | у pe [i , i + T], atunci V[t + T, y(t + Tn oo Pentru aceasta vom avea nevoie de o lemă, cu interes în sine, care dă o slăbire a condițiilor din teorema Lemă Presupunem că există o funcție V (t, x) cu proprietățile: ° a(t, | «|X V(t, «X b (| ®|) ° lim sup + + ~ , &(a, ( ) > astfel încît a(t, r) > Ic (a, ( ), c(t, r) > &(a, [ ) pentru ar( , $>* (a, ( ) Atunci soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă Demonstrație Fie e > , Ѳг = Ѳ (e, г), kt = к (г, г) Avem a (t, г)>к pentru Fie [&(e, e)] Vom аѵеа V(t, x)^a(t, |a?|)> > kr dacă | x | = г, / > ? și V(t, x) (| a? |) C k dacă | x | Ѳ , vom avea c(t, r) > Fie acum Ѳ = тах(Ѳ ? Ѳ ) și т)(е) ales astfel încît | a? Ѳ astfel ca | x(t; t , x ) | s, există tx > Ѳ astfel ea | ж( Ѳ > și | x (tx; t , » ) I = e, rezultă V [ti, x (tx; t , ir )] > kt; pe de altă parte, V [Ѳ, «(Ѳ ; t , ж )] &i, pentru t t C tp Bezultă deci | x (t ; t , « )| >t)x Din t)i Ѳ > Ѳ rezultăc (t , \x (t ;t , x )l)> , deci gup ^ ~~H (^ ~~H ? ^ ? *o)] [^ ? (^ ? ^ ? *o)] о+ Л *і pentru t X (^ > ^ > ■Tp)] Q M-o+ к Am obținut o contradicție, deci \x (t; t , » ) | Ѳ dacă |« | f Pentru t > Ѳ și |« | Zo astfel ca \x (t; f , » ) | > s, atunci există f > Ѳ astfel ca \x (ti; t , x ) | = e și \x (t; t , ® ) | Ѳ rezultă V [tx, »(tx; t , ir )] > кг Mai departe demonstrația decurge ca mai sus și rezultă și în acest caz | x (t; t , ® ) | t în definitiv, oricare ar fi t , dacă | x | t Fie acum к > , tj (Л) găsit ca mai sus, @ pentru i t Ѳх și c (t, \x (t; t , ® ) I) > Ai pentru Ѳх t t + T Notăm TEORIA STABILITĂȚII ’ у* (t)=V [Z, x (t; t , «o)] Avem V* (t + T) — V (Zo) = V* (Zo + T) — - V* (Ѳх) + V* (Ѳх) - V* (Zo) a (t + T, | x (t + T; t , x ) |) > fcx > Rezultă că există t' € [Zo, Zo + T] astfel ca | x (Z'; Zo, ж ) | t' deci în orice caz \x (t; t , x ) | t + T ( ) Cu aceasta stabilitatea asimptotică uniformă a soluției banale a sistemului e dovedită Teorema "' Dacă soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă și dacă R (t, ) = , lim R (t, x) = uniform în raport t -> oo cu x pentru | x | a , iar R este lipscbitziană, atunci soluția banală a sis- temului ( ) este uniform asimptotic stabilă Demonstrație Considerăm aceeași funcție V (t, x) ca în teorema Prin ipoteză | R (t, x) | oo avem Ф (t) Ѳ (a, ), avem > к (a, ( ) Sînt verificate condițiile din Iernă și teorema "' rezultă astfel demonstrată § SISTEME LINIARE CU COEFICIENȚI PERIODICI Vom studia acum unele probleme de stabilitate pentru sistemele liniare începem cu sistemele liniare cu coeficienți periodici Fundamentală în teoria sistemelor liniare cu coeficienți periodici este următoarea teoremă : Teorema Fiind dat sistemul — = A (Z) x, A (Z + со) = A (Z), dt TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE există o matrice P (t), periodică de perioadă со, nesingulară,) astfel încît schimbarea de variabile x = P (t) у să transforme sistemul într-un sistem liniar cu coeficienți constanți Demonstrație Ca pentru orice sistem periodic, o dată cu x (t) este soluție și x (t + со) De aici rezultă pentru sistemele liniare x (t + со ; s, x ) = x (t) tQ, x(tQ + со ; s, xQ)) = = C (/; tQ)x (tQ + со ; , yQ) = C(t-, tQ) C (tQ + со ; ) xQ Dar x (t + со ; , х^) = C (t + со ; ) xQ Rezultă C (t + со; ) = C (t; t ) C (t + со ; ) Luînd aici = tQ + со, obținem C (t + со ; t + со) = C (t; tQ) Luînd tQ = , = , obținem (J (t - со ; ) = (J (/ î ) (J (со ) ) Notînd C (t; ) = U (t) această relație devine TJ (t со) :=:: C ( C (со) Matricea U (со) joacă un rol esențial în teoria sistemelor liniare cu coeficienți periodici; ea se numește matrice de monodromie a sistemului Matricea’ U (со) este nesingulară, căci pentru orice t, tQ matricea C (t\ tQ) este inversabilă Rezultă că putem găsi o matrice В astfel ca U (со) = = *) Punem prin definiție P(t) = Г( е-^; *) într-adevăr, pentru orice matrice nesingulară A putem găsi o matrice В astfel ca •eB = A Pentru a arăta aceasta să presupunem mai întîi că A are forma normală Jordan; A = / \ I \ ~! I , Jk = Xfc (В* Zfc), căci A este nesingulară, Zț = I \ I, Z?k = \ / ' / = Seria (— l)fc+ —are un număr finit de termeni nenuli, deci converge Punem, prin i=i * definiție, к Ъ J (=i i TEORIA STABILITĂȚII P (Z)estederivabilășinesmgularăo dată cu TJ (t) și e~Bt Să arătăm căP (t) •este periodică Avem P (t + w) = TJ (t+ы) е~в,,+ы) = TJ (Z) TJ ( e- Bt, această relație rezultă imediat din înmulțirea seriilor corespunzătoare, ca în cazul scalar Observăm că relația ел ев = ел+в nu e în general valabilă ; ea este însă valabilă dacă matricile A și В sînt permutabile, adică dacă AB = BA TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Să facem acum schimbarea de variabile x = P (t) y Avem x (t; xQ) = = U(t)x = P (/) e®‘ a? = P (t) у (t; x ) Rezultă că deci У G; #o) = dy( yo)- = B^x = By(t-, x ), ăt deci у (t; xQ) este soluția sistemului liniar cu coeficienți constanți ai Teorema este demonstrată Să observăm că din această teoremă rezultă structura soluțiilor sistemelor cu coeficienți periodici Avem într-adevăr X (U t , x ) = P (t) у (t; t , x ) = P (t) eB , atunci soluția banală a sistemului este sigur nestabilă Să dăm o demonstrație teoremei care nu folosește teorema Din relația TJ (t -f- со) = U (/) U (со) rezultă V (t + fcco) = U (t) [Г(со)р Deoarece pentru un / > oarecare există m natural astfel încît (m — ) со și are loc stabilitatea Dacă | (U (w))fc I OO deci lim U (t) = OO și are loc stabilitatea asimptotică Dar, dacă T este matricea care aduce pe U ( )]* = T U k T- Rezultă că proprietățile de mărginire ale șirului [ sînt identice cu cele ale șirului Uk Dar deci TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE deci proprietățile de mărginire ale șirului Uk vor depinde de cele ale șirurilor Jk Dar Ji au pe diagonala principală numerele p? iar deasupra diagonalei puteri mai mici ale lui p, Rezultă de aici că necesar pentru ca [U ( oo devin oricît de mari, deci matricea Jk nu este mărginită Rezultă că necesar și suficient pentru ca [Z ( oo Valorile proprii p, ale matricii de monodromie se numesc multiplicatorii sistemului Denumirea se justifică prin următoarea proprietate Propoziție Necesar și suficient ca să existe o soluție a sistemului pentru care x (t + со) = p x (t) este ca p să fie o valoare proprie a matricii Demonstrație Orice soluție x (/) se poate scrie sub forma xțt) = U țt) x ( ) Condiția X țt - | A (s) — J în particular fWo^ K \ |- (e)—C | ds v (n со) Ke , deci fneco — awow+K\ |A(s)—С I ds | и (n й>) I + - • ^ n ^ • ^ n ^ ,n+l ^ ,n+ • ^ , n IH = - ftn+ , • • • Л'п+І п Л'п+І п+І ••••••• ftw+i, n - к , k ^ n,l • ^ n,n ^ n,w+l ^ n, n * Лл+ • • • ^n+l n An+l n+ • • • An+i, n Лц —Ліл —Лі п+ —Л , п к / și se vede că sistemul se poate scrie sub forma — = IH (t) X di Propoziție Dacă U (t) este matricea fundamentală de soluții cu U ( ) = = E avem U* IU = I Demonstrație Avem Dar deci Dar deci — [U*IU] ^ăU-iu + U*I — • dt di di dU di = IHU, dff* di = U*H*I* , — [ * ]= U*H*I*IU + U*IIHU di Г = - I, H* = H, A [J V Î ] = - U*HII и + u* IIH U Se verifică prin calcul direct că /г = ( ЕД ( En\ = / —E„ A \—E O) [—En Oj V — Ej TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Rezultă — [U*IU] = U*HU - U*HU = o, dt deci U*I U este o matrice constantă Pentru t = , aceasta coincide cu I, deci pentru toți t avem WIU = I Matricile cu proprietatea A*I A = I se numesc simplectice Propoziția demonstrată afirmă deci că pentru un sistem canonic matricea U (t) este simplectică pentru orice t Dacă presupunem acum că H (t) este periodică de perioadă со, din propoziția demonstrată rezultă că matricea de monodromie este simplectică Propoziție Ecuația caracteristică a unei matrici simplectice este reciprocă Demonstrație Din A*I A = I rezultă I' А*I = A" ; dar A și A* au aceleași valori proprii, A* și Z' А*I au aceleași valori proprii, deci A și Z Л* Z au aceleași valori proprii, deci A și A- au aceleași valori proprii Dar dacă este o valoare proprie a matricii A, atunci , p* este valoare proprie a matricn A \ deci o dată cu valoarea proprie matricea simplectică A admite și valoarea proprie — , deci ecuația ei P* caracteristică este reciprocă Din cele două propoziții de mai sus rezultă următoarea propoziție cunoscută sub numele de teorema lui Poincare-Liapunov : Propoziție Ecuația caracteristică a matricii de monodromie a unui sistem canonic este reciprocă Din această propoziție rezultă în particular faptul că pentru sistemele canonice cu coeficienți periodici nu poate avea loc stabilitatea asimptotică deoarece dacă sistemul admite un multiplicator în interiorul cercului unitate, el admite numaidecît și un multiplicator în afara cercului unitate (simetric cu primul) Pentru sistemele canonice, ca pentru toate sistemele pentru care ecuația caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă, poate avea’ loc numai mărginirea soluțiilor pe toată axa, și anume în cazul cînd multiplicatorii se află pe cercul unitate și forma normală Jordan este diagonală Vom pune acum în evidență încă o clasă de sisteme pentru care ecuația caracteristică a matricii de monodromie este reciprocă ’ Propoziție Dacă GA ( t) + A(t)G = , unde TEORIA STABILITĂȚII ecuația caracteristică a matricii de monodromie a sistemului = A (t) x dt este reciprocă Demonstrație Pentru sistemele considerate are loc relația U(-t) = GU(t) G' într-adevăr, avem — [ deci > , soluția sistemului -^ = A(Z)®+/(Z) At cu x ( ) = este mărginită pe semiaxa t^> Teorema Dacă |A (t) | - astfel încît oricare ar fi t, tQ și ] s — tQ | C să avem s) M I M I • Demonstrație Din JT {f, x) — X (t, tQ) X (tQ, s) TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE rezultă | JT (Z, s) JT (Z, Zo) К IX (Z, Zo) Z (Zo, s) E | Dar Go> в) = I" (s, Zo) Și аг ( ,‘І )- = ds deci Y (s, Zo) = E — ( Y (g, Zo) A (g) dG = E — — [Y (g, Zo) — E] A (g) dG + A (g) dG, de unde | Y (s, Zo) — E | astfel ca — I t ) | | X (Z, s) | —— | JT (Z, Zo) | dacă | s Zo | Lema Dacă^ |X (Z, a) | da , există M astfel ca | X (Z, at) | n Șirul {Z„} este nemărginit într-adevăr, dacă tn С" IX (Z„, a) | da > ( ” *|X(Z„, a)|da>-i- |T (Z„,a„) | > -î- n Jo Jaw ceea ce este contradictoriu Dacă an nu este mărginit, avem ( >Cn \X{ta, a)|da>(a" \X(tn, a)|da>^- |Z(Z„, xn) | ceea ce este din nou contradictoriu Lema e demonstrată TEORIA STABILITĂȚII Lema Dacă sistemul satisface condiția lui Perron, atunci există C astfel ca м \ | X (t, a) | At Jo Demonstrație Soluția cu condiția x ( ) = a sistemului neomogen» este dată de formula re x (t) = X (t, a)/ (a) da * o Din condiția lui Perron rezultă că pentru orice funcție continuă și mărginită f definită pe / > , funcția^ X (t, a)/ (a) da este mărginită Pentru t fixat, considerăm operatorul U (f) care aplică spațiul Banacb al funcțiilor vectoriale continue f, mărginite pe semiaxa ț > , în spațiul vectorilor numerici, definit de U(f) = ^X(t, a)/(a) da Jo Fie {tk} șirul numerelor raționale pozitive, rtk X a)/(a) da Jo Deoarece pentru \\f || a)' da măsurabile și astfel caC°° \h (s) |p epas ds ,«) “ ( \ I ($) |р ^Va ’P [ , °°) к Jo J respectiv II A||(oo a) = vrai sup |A (s) I eas, s> La și Lf devin spații Banach, căci operatorul liniar £ « : La-+Lb definit de Qa A = e(a- )s A (s) este un izomorfism izometric între și Lf, iar L este spațiu Banach Lema Dacă ft V и = \ X (t, s) и (s) ds Jo este un operator din La în L™, atunci || ( , )^ || U || (p,a) Demonstrație Dacă {/J e șirul numerelor raționale pozitive și rfy* Vku = Л \ X (tk, s) и (s) ds, Jo avem, prin ipoteză, pentru и € Za, sup II Vk («) II lemei Banach-Steinhaus || Vk || a) și lema e demonstrată Teorema ' Dacă există p g [ , - °°) astfel ca pentru orice f £La soluția cu x ( ) = O a sistemului dx dt TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE să aparțină lui L*, a, b > , atunci există h > astfel ca |T(«,/ )| еле»*» e-« pentru t^>to~^-O Demonstrație Fie constanta din lema Definim funcțiile s- ‘ X (s ^a )x , s {m + е"|Х(в,да» )| sff [m , (m + ) ], s > Avem um € L„ și || um ||(Р Я) ” - | X (t, m ) e e ° e-em « căci | X (s, тп ) I C — pentru m , ° | V(X ,t) - V (x , t) | + ’ TEORIA STABILITĂȚII Demonstrație Se definește V (x, t) = Г е т И ж (т ; t, х) || dr Convergența uniformă a integralei e asigurată pentru ‘ Jt V (x,t) >■ e ‘ [ | x (t ; t, x) | dr > е т( \x (t ;t, x) | dr >■ — ae ( |ж | J» Л (cu aceleași raționamente ca în teorema ") Se vede imediat că [ж («; i , ж ), Л = \ е т I ® (t , x (t; Zo>O TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Valoarea inițială xQ trebuie să verifice relațiile: a (a) dacă a > b, m > —» p g[l, + oo] b —— I I b, m = — , p = b I ®ol « || f ||( , ) ] n— ; (y) dacă a b, m > , p g [ , + oo] I I s ( ) + \ Л e®^o+o) Q—bdo+s) j Jo sau unde ф (s) b a Jo TEORIA STABILITĂȚII Dar ф ( ) = К ,o) || е(а-^)о ||{q, ) Jo și rezultă ținînd seama de evaluarea pentru | ж », И» cU d n iar a regulatorului de o ecuație —- =F ]m, p , t) Ca întotdeauna df în problemele de stabilitate, se formează ecuațiile mișcării perturbate^ reducînd problema la studiul stabilității soluției banale Pentru sistemele de reglare uzuale de care ne vom ocupa, se consideră că ecuațiile mișcării perturbate nu depind explicit de t, și se mai fac în plus unele ipoteze simplificatoare care conduc la faptul că unele ecuații rezultă liniare Toate aceste ipoteze corespund unor scheme tehnice efective și sînt justificate pentru clase largi de sisteme Ecuațiile mișcării perturbate pentru obiectul reglării se presupun liniare cu coeficienți constanți : = S tj,- + nk p Pentru p = se capătă mișcarea liberă a obiectului reglării, fără intervenția regulatorului Ecuația organului regulator se presupune de forma Р ІІ + Т (І + ЯИ=/* (o), unde g = v); — г p iar /*(g) este o funcție neliniară despre care sa presupune în general numai că f* ( ) = , g/* (g) > pentru g ; uneori se consideră funcții mai generale cu /*(g) = pentru |g | -C pentru |g I > g Se presupune că a, b, pf, r sînt constante După cum se vede, în aceste ecuații singura neliniaritate este introdusă de funcția f* (g) Acest tip de sisteme a fost în mod deosebit studiat în ultimii — ani după, apariția în a unei lucrări a lui A I Lurie și V N Postnikov In ultima vreme, din ce în ce mai mult se pune problema lărgirii clasei de sisteme considerate, atît prin introducerea mai multor organe de reglare, ceea ce revine la introducerea mai multor funcții ff (g,), cît și prin luarea în considerare a neliniarităților reale în ecuațiile obiectului reglării, ale regulatorilor sau în expresia mărimilor g, care caracterizează interacțiunile dintre regulator și obiectul reglării în toate aceste direcții există pînă acum rezultate puține și cu caracter de început Ecuațiile de mișcare se aduc la anumite forme normale prin schimbări de variabile simple Se pune £ = p [ + q p și ecuația regulatorului se scrie sub forma V t îE V q , Wq — I— -H C -p + Sp =f (g); p p p p p se aleg coeficienții p și q astfel încît Ѵг(— + w(—] + $ = Notînd \PJ \P pentru a =f= , f ( ) = ) Dacă soluția banală a sistemului este asimptotic stabilă în mare pentru orice funcție f din clasa considerată, spunem că sistemul este absolut stabil Metoda dată de А I Lurie în studiul stabilității absolute se bazează pe aducerea sistemului la anumite forme canonice și pe construirea convenabilă a unei funcții Liapunov n Se face schimbarea de variabile x = £ c(* vja + £; avem a=l X,= £ C«’ *)«+£=£ Ca’K brt ) +A« $ - pn+ £ +/(s) a=l a = l Lp=l I Dacă vrem ca ecuațiile să capete forma x = — p x + /(a) trebuie n să avem x, = — p» £ cp Q — p, + f (a), deci coeficienții c« trebuie ₽=i TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE aleși astfel încît — P« c“) ’ p“+ ~ P» = X ' a=l a=l Primele ecuații arată că — ps sînt valori proprii ale matricii (b«p) Dacă presupunem că matricea (&сф) are formă normală diagonală, se poate alege matricea (eâs>) nesingulară avînd drept linii un sistem liniar independent de vectori proprii Ultimele ecuații servesc la determinarea completă a matricii OO tatea P Ținînd seama de aceasta, vom putea aplica metoda funcției lui Liapunov cerînd ca funcția V să aibă proprietatea corespunzătoare numai pentru vectori cu proprietatea P; atunci ea va avea proprietățile cerute de-a lungul tuturor soluțiilor din familia M a soluțiilor cu proprietatea P, deci vom obține concluzii de stabilitate în raport cu soluțiile din această mulțime, singurele care corespund soluțiilor reale ale sistemului inițial Considerăm forma pătratică F = £ - a-— xt xt, unde alf , a„ І І Р/ + P» sînt reale, iar celelalte, două cîte două complex conjugate Avem —i = (“ e“(₽ QO J și vom alege funcția V = Ф +F da ? Se vede imediat că această funcție ia valori reale și pozitive pentru orice x cu proprietatea P și că V = dacă și numai dacă x = , a = Să calculăm derivata lui V în virtutea sistemului Avem d — = ѴЛ xk [-P* xk + /(g)] + C\ ж + [- p,+i®,+ + /(a)] + dt k=i + Ci - Ps+ ® + +/(a)]+ + £-^ ^ (~Pi X, + /(g)) + i k Pi + Pi Dar + Xi( — p* Xk + /(c)) } +/(c) £ Pfc k=l Xk — rf (g) + x ) = уі-^^хк i,k i,k ?k + Pi «Л Pfc + Pi deci —— — — Pfc Xk (ps+l + Рз + г) #s + d/ jt=i • • • ^П- (Pn + Pn + ) #П #n + l %ak xX - [ Да)]* - ^/(g)”£ kAkxk — d/ jt=i — (P» + l + P«+r) ®«+l ®s + — • • • — ('n-t (Pn + Pn+ ) ®n ®»+l — n+ - S /(*) k=l dP și se vede că dacă x are proprietatea P, atunci C d se alege funcția n-*-l n n Ca F = -^-p ®î + £ +\/(G)dG fcj = Pi + Pf Jo Se obține ЛѴ n+ n n - PiM- P! *!+/(<>)] + £ - -i-{®i[-p fc=i o Rezultă d ’ - w+ — = - S kx k-rRf*(v) + £ ( + R M d/ fc=i d Considerăm pe -ca pe o formă pătratică în variabilele xk și f(a) dt Discriminantul ei este Pi + -KPi Pz • • • + P Pn+ + Д Pn + + Д Pi + Д p — Pn + r R Forma pătratică rezultă pozitiv definită dacă toți pfc sînt pozitivi și în plus A > Avem A = r R ȚȚ pfc — Pi pfc i ( + R Pfc) pjt-ț-i pn+i Condiția A > se scrie гД>-£ f > și în plus un anumit determinant să fie pozitiv Un procedeu general de obținere a unor criterii simplificate a fost propus de I G Malkin în Se presupune că pft sînt reale și distincte Fie У -d-a£ Xix tp a o formă pătratică negativ definită și F = — £ Ba Xa X» ‘ dt xa x = Г [£ Aa₽ xae^ x^ ] dt a, «’O Jo a,( și cum a P rezultă că F este pozitiv definită Se alege V =F + ^/(®) da Rezultă = j S в § STUDIUL INTRINSEC ĂL SISTEMELOR DE REGLARE în cele de mai sus s-a studiat problema stabilității absolute pentru sistemele de forma + bf(c), a = c*y, dt unde se presupunea că matricea A are valorile proprii cu părți reale negative Derivînd relația care definește pe - — (Bb+ — c)* r Prin ipoteză, det O > , deci det O— > , deci det ( q ij > -dP Condiția ca să fie pozitivă se poate deci scrie și d STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ Calculînd produsul celor doi determinant! ajungem la: E - C- (Bb + - c) > - (Bb + - c)* r ■deci r - (Bb + -c)* C- (Bb + -c) > Ajungem astfel la condiția r > (Bb + — с)* С~~г (Bb + — c) % Această condiție depinde de alegerea matricii C; vom obține cea mai bună condiție considerînd minimul după toate matricile C pozitiv definite Calculul acestui minim în cazul general nu a fost încă făcut S Lef-schetz a considerat cazul cînd matricea A este diagonală și matricea C se ia tot în clasa matricilor diagonale Fie A = diag (- i*,,; , - [л„), C = diag dn) Avem rezultă Bb are elementele — —, Bb+ — c are elementele — I + ck , и/ l J termenul І-*—e minim dacă deci dacă bk dk = cky k, dk = și atunci valoarea minimă Hi Vdk bk este TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Bezultă astfel condiția de stabilitate r > n s fc=l Zk ^k Ck unde = dacă bk ck și et = dacă bk ck > Folosind o funcție Liapunov de formă modificată introdusă de V M Popov, T Morozan a îmbunătățit aceste rezultate Să observăm mai întîi că o condiție necesară pentru stabilitatea absolută este r + c*A~ b > într-adevăr, dacă are loc stabilitatea absolută, atunci valorile proprii ale matricii au părți reale negative, căci trebuie să fie asigurată stabilitatea asimptotică și pentru f (cr) = cr Dar produsul valorilor proprii este det — r) • Avem însă det (o det r) = det (f* A- r) = - (r + c* A' b), deci r + c* A-i b = - det A- det (A * =-î—det P \c*—r) det A yc* —rl Prin ipoteză matricile A și |c* r| au valori proprii cu părți reale negative Dacă o matrice are ordinul к și valorile ei proprii au părți reale negative, produsul acestor valori proprii este pozitiv cînd к e par și negativ cînd к e impar (matricile sînt presupuse reale, deci rădăcinile complexe sînt în număr par și au produsul pozitiv); cum produsul valorilor proprii este egal cu determinantul matricii, rezultă că acest determinant e pozitiv cînd к e par și negativ cînd к e impar Cum ordinele matricilor A și diferă printr-o unitate, rezultă că det A și det r| au semne diferite, deci r + c*A~ b > Fie acum В ca mai înainte Alegem funcția Liapunov de forma V = (Bx,x) + ( f (ст) de + —— (c^A- x — e) o (r + c* A- b) Să observăm că fără a presupune că j / (a) da diverge, funcția V îndeplinește condițiile cerute pentru a fi asigurată stabilitatea asimptotică în mare; într-adevăr, dacă | x | + | e | —► ooavem oo căci pentru STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ x = , ] | -* oo ultimul termen tinde la infinit Derivata acestei funcții în virtutea sistemului este dF - = (BAx, x) - x) + (Bx> Ax) + (Bx, bf (g)) + dt +f ( M (C,p), M(C,p) = ^Bb + ^(E + pA- ) cj *C- Dacă ВЪ + - (E + p A-’) c min M (C,p) -C — VA~ b, C > o condiția necesară și suficientă de stabilitate absolută este r> — VA~гЪ, căci dacă r + VA— b> , atunci avem și r > M (C, p),pentru o matrice C convenabil aleasă Să observăm că min M (C, p) o, i>>o c>o l J V I deci noua alegere a funcției Liapunov este mai convenabilă Să observăm de asemenea că dacă r >- min Uf (C, p) > — VA— b C> , p> stabilitatea absolută este asigurată într-adevăr, forma pătratică este numai semidefinită, dar ea poate fi nulă numai pentru x = , c = și atunci termenul — p , r> pot obține însă rezultate complete presupunînd că A este diagonală și căutând ca mai sus pe C în clasa matricilor diagonale Să luăm ca mai sus A = diag (— [i,), > , С = (уі;); se obține В = I—— j Putem к Hi + и,- J scrie M (C, p) = (C-'u, и), и = ВЪ +-(E + p a- ) c, Ui = у - Ъі + (i j=i[Xi + [Л; к Deoarece C > , forma pătratică (C~'u,u) este pozitiv definită, deci min ЛА (C, p) , valoarea nulă putând fi obținută numai dacă и = Să observăm că c*A-' & = - V Иг :o, \ сі I N (p) = s " ^Mi - ’ -іГ Dacă max bi ct }, J = {j, , n, c > } rezultă STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ într-adevăr, în primul caz putem lua p , luînd p = rezultă o Hi și condiția necesară și suficientă de stabilitate absolută este r > N ( ) Putem studia problema stabilității absolute căutînd funcții Liapunov de forma V = (Hx, x) + ( / (ст) da, Jo unde H este o matrice simetrică oarecare Asemenea studiu a fost făcut de V A lakubovici Derivata funcției V în virtutea sistemului este V — (H x, x) + (Hx, x) +f (g) g = (H (A x + bf(a)), x) + + (H x, A x + bf (g)) + f (g) (c*x — rf (g)) = ((H A + A*H) x, x) + + (Hb,x)f (a) + (c*x) f (g) - rf (g) = — (G x, x) — (g*x) f (g) - - rf (g), unde am notat - G = H A + A' H, - g = Hb + -O % Mai departe, T = — - * ®, ® + r(f (ff) + — *® Щ г I / \ r căci — (g д' x, x) — - (д' x) = r r într-adevăr, g g* este matricea cu elementele gi gv deci (g g*x, x) este £ g, gj хг x^ = gi x^ = (g* x)\ Rezultă că o condiție suficientă ca V să fie negativă este ca forma (? gg ]x,x Ц г I să fie pozitiv definită TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Această condiție este și necesară Să presupunem că există ® =f= O astfel ca HG — - V r i ) fie g'x Ф Alegem pe X din ecuația Yrf ( Prin urmare, dacă forma nu este pozitiv definită, nu putem avea^ V negativ definită Teorema Dacă, există o matrice simetrică H > astfel ca rG - g д' > •), (unde — G = HA - A’H, — g — Hb - — с , și dacă A estehurwitziană") \ ) iar r + (A- b, c) > , atunci soluția banală a sistemului ( ) este absolut stabilă Demonstrație Din calculele făcute pînă acum rezultă că există funcția V = (Hx, x) + f ( putem însă demonstra că are loc stabilitatea asimptotică în mare fără ipoteza că integrala diverge Pentru aceasta vom lua Pi = V + -£ (r + c A~ b) (c'A~ x — a) Funcția Vi îndeplinește condiția cerută pentru stabilitatea în mare -| (c*A“ x — a) (c‘A~*A x - c'A— b f (cr) — di di r + c'A- b +Pf(a) c A- x — p af ( G înseamnă că forma pătratică {(G, — G ) x,x) este pozitiv definită **) Numim hurwitziană o matrice ale cărei valori proprii au părți reale negative STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA Din ipotezele teoremei rezultă că este o formă pătratică negativ defi- dt dF uită în x și f (a); pentru p suficient de mic și forma pătratică f- dt dF + (а) este negativ definită, deci - este negativ definită âi Teorema este demonstrată Această teoremă a fost demonstrată pe o cale ocolită de V A lakubovici ) Ideia de a considera funcția Vt în locul funcției V aparține lui V M Popov Problema practică ce se pune acum este aceea de a da condiției din enunț o formă cît mai simplă și mai ușor de verificat Pentru aceasta observăm că această condiție se poate scrie -p (A'H + HA) - (Ha + i b l a* H + -Й= lp> J sau Haa- H + B*H + HB + —bb' + — C = , unde am pus В = p A + — ab' Această condiție poate fi privită ca o ecuație în raport cu H pentru fiecare G > fixat Condiția de stabilitate se poate obține deci fie alegînd pe H > arbitrar și punînd condiția ca O > , fie invers, alegînd pe G > arbitrar și cerînd ca ecuația să admită o soluție H > Vom merge pe cel de-al doilea drum și vom încerca să ajungem la condiții cît mai simple Lema Dacă valorile proprii ale matricii К au părți reale negative, soluția X a ecuației K'X + XK = — C e unică și dată de formula X = ГеГІ Сею dt- Jo Dacă O > , atunci X > Dacă O >> , atunci X Dacă O > și X > , atunci К e hurwitziană Demonstrație Ecuația K'X + XK = — O exprimă faptul că derivata funcției (Xx, x) în virtutea sistemului — — Kx este egală cu dt — (Gx,x) Din teorema lui Liapunov rezultă că dacă matricea К e hurwitziană, atunci pentru orice G ecuația precedentă are soluție unică Faptul •că matricea X e dată de formula din enunț rezultă din teorema " într-adevăr, dacă V = Г (GeK x, eK (‘~t' x) ds ’f x) Recent, problema a fost reluată pe aceeași cale de către J P La Salle, care a demonstrat că dacă г > g* G~~x g, atunci condiția г + c* A— b > este îndeplinită TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE avem V = Г (Ce* x, eKs x) ds = Г\eK* CeK x, x) ds = (Xx, x) Jo Jo cuZ = \ e£ CeKs ds și -= — (Cx,x) Soluția ecuației fiind unică ea Jo dt rezultă dată de formula din enunț Faptul că C > implică X și > implică X > se vede direct din formulă Dacă C > și X > soluția banală a sistemului = Kx este asimptotic stabilă și matricea К e hurwitziană Lema Fie Haa H + В* H + HB + ~ bb* + С = О, В = p A + | ab*, unde C > , iar H e simetrică Presupunem că există v astfel încît K, = = p A + v ab* să fie hurwitziană Atunci П > și Kv e hurwitziană pentru orice v £ ( , ) Demonstrație Fie = -? о + ([іЯа + b) ([Л Ha + i b)' ; evident > Din enunț, -C = — Haa*H — (p А* + — Ьа*\н - н(РА + - ab*\ — —bb* = Г J V ) = — Наа* Н — р(А* Н + НА) — — (ba* Н + НаЪ*) — -bb* Bezultă -Ьа*]н-н[ J I + р* Наа*Н + -[л Ъ(На)* + -рНаЪ* + - bb* = (р - ) Наа* Н — — [PA* + - ( - [л) йа*] H - H PA + A ( - [л) ab — — ( — p, ) Haa*H — KVH — HK„ unde am pus V = ( - (Л) Relația obținută se mai poate scrie КІИ + HKV = - - ( - |х ) Наа* H STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ $ Fie acum v ca în enunț Alegem pe p = — v ; dacă О С rezultă |p I deci + ( — p ) Haa*H > Pe baza lemei această ecuație are o soluție ÎL unică și H > Pentru orice vg [ , ] avem + ( — p, ) Haa* H > și H > deci rezultă hurwitziană Din această lemă rezultă în particular că dacă ecuația în H care exprimă condiția de stabilitate admite o soluție simetrică, atunci această soluție este-și pozitiv definită într-adevăr, A fiind hurwitziană, Ko este hurwitziană, deci H > Sistemul de ecuații care determină elementele matricii H este un sistem de n(n + ecuații de gradul doi Vom reduce problema la con- diția ca un sistem de n ecuații de gradul doi să aibă soluții reale Definim operatorul Y = L{X) prin formula A*Y + YA - -X ceea ce este posibil deoarece pe baza lemei , pentru orice X formula definește un Y și numai unul, care e pozitiv o dată cu X Conform lemei avem explicit L(X) =(“ eA'' XeAldt Jo Notăm — и = Ha - - b Ecuația care exprimă condiția de stabilitate se scrie p (A* H + HA) = -■?-(] - uu* și ținînd seama de definiția lui L(X) rezultă pH = L(uu*)+-pL(C) % De aici, înmulțind cu a și adăugind — p b, deducem — p и = L (uu*) a + — p(b + L (C) a) Notînd c = L(C) a, ajungem la ecuația L (uu*) a -|- p и p (b -p c) = Să presupunem că pentru C > dat, această ecuație are o soluție reală u Atunci matricea H determinată de relația p H = L(uu*) +- p L(C) TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE este simetrică, pozitiv definită, și verifică relația p (A*H - HA) = -Î-C - uu*, deci condiția de stabilitate este îndeplinită Eezultă astfel: Teorema ' Dacă A e hurwitziană, Г = p + b) > și •dacă există C > astfel încît punînd c = L(C) a ecuația L (uu*) a p'U-p — p (b " c) = să admită o soluție и reală, atunci soluția banală a sistemului este •absolut stabilă Notînd TJ = L (uu*), T = L(C), obținem ecuațiile A*T + TA = — O, c = Ta, A*U “ UA = — uu*, TJa " pu " — p (b " ) = Să vedem ce devin ecuațiile în cazul cînd A admite o formă normală diagonală și valorile proprii ale lui A sînt reale Vom nota и = (uj, U = = Există o bază în care A este diagonală și componentele lui a egale cu (forma canonică a lui Lurie) Ecuațiile precedente devin în această bază — (P; + P este necesară și suficientă pentru stabilitatea absolută Demonstrație Fie Aa = — a a, a > Din A*U + UA = — uu* se capătă, înmulțind cu a, ( * — a I) Ua = — (w, a) u, deci Ua = = — (u, a) ( * — a I)~l и (det (Л* — a I) =/= căci a > și A e hurwitziană) Din aceeași relație, înmulțind la stînga cu a*A* și la dreapta cu A- a, căpătăm a* UA~l a * a*A*~r Ua —— a*A*- uu*A~ a, sau (A~* a, Ua) - (Ua, A~x a) = — (A~ a,u) , STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ •deci (Ua, A a) = — (Л- a, «)*• JNotăm Z, = —— (и, A a) Din ecuația Ud -|-pw-| -p (b c) = deducem Ua = — p и — — p (b + c) Bezultă - (p«+lp( + = - P V, deci p£ — p V p £ — p ( + c, A a) = deci C - УР; ~(b + с, А~г a) = , £ = V?+(b+c, A- a) Notînd Г = p - (b + c, A~l d) rezultă £ = Уp ± Г Din Aa = — a, a rezultă a = — a A a, А га = — — a, a deci deci a У p (u, a) = — a V p [Кp ± Г] Din Ua = — («,a) (A* — а ) и rezultă acum p p (Ъ + с) = а У p [Vp ± Г] (J * — a Z) u, deci -lp(A‘-aI) (Ы-с) = р[л‘± Bezultă în definitiv u и = „ p \ ^I] (A* -a )( +c) ГР J TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Se vede că ecuația în и are soluție reală dacă și numai dacă f o real, deci Г > Dar Г — Г - (c, A- «)• Avem A*T-)-TA = — С, c = Ta, (c,A a) = (A’ Ta, a); T-srA*~ TA = - А*-гС, А*- T + TA- = - A*' CA- , deci (A*- Ta, a) = — = -|-(CA- a, A~ a) pentru c suficient de mic rezultă Г > , deci există, soluție и reală, deci conform teoremei ' are loc stabilitatea absolută Să considerăm acum cazul cînd b e vector propriu al matricii A * Fie (x, a) o soluție, £=(&, x) Avem = [b, = (b, Ax) + (b,a) f (a) = (A*b, x) + (b, a)f (a) = dt ' dt) = — fi(b,x) + (b, a)f(a), deci ^=-₽^ + (&,a)/(G), ^ = ^-p/(c) d« dt Am obținut un sistem cu n = , A = — p, b - , iar a se înlocuiește cu (b,a) Relația A*T + T A = — C devine în acest caz — p T = — C deci T > și din с = T (b, a) rezultă că c are același semn cu (b,a) Relația A*U + UA — — uu* devine — p U = — u , u = p U, U •= -i— u , p iar ecuația fundamentală devine У^-и + u+-?(l + c) = p sau ( ,a) u + p(Jw + p| (l-|-c) — Ecuația are rădăcină reală dacă și numai dacă p p — p p (b, a) ( + c) > sau p P — {Ъ, a) ( + c) > Această condiție este îndeplinită dacă și numai dacă p — — (b,a) > ceea ce coincide cu Г > , căci (b, A- a) = = (A*- Z», a) = — (a, b) STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ Rezultă că dacă Г > , g (t)-> pentru orice soluție, deci f (g (t)) -► pentru orice soluție și din formula ft x (t) = eAI x ( ) + \ af [g (s)] ds Jo rezultă imediat că x (t) -► cînd t -*• oo deci are loc stabilitatea absolută § METODA LUI V M POPOV O metodă principial nouă, bazată pe folosirea transformatei, Fourier, a fost dată în studiul stabilității absolute a sistemelor de reglare automată de V M Popov Metoda lui Popov conduce la rezultate în același timp mai puternice și mai efective decît cele prezentate în paragrafele precedente Vom considera sistemul + bf(a\ =f(c), c = e*x-rț, у > ( ) at at Vom presupune, ca mai înainte, că matricea A este hurwitziană ZNotăm v(t)= - c*eAt b, N (i >) = V (t) dt, G (i Q astfel încît pentru toți со să avem Фе, ( + i со q) G (i со) > , atunci soluția banală a sistemului ( ) este absolut stabilă Demonstrație Fie #( ? ° soluție a sistemului ( ) Notăm/r(/) = J”’™ pent™ I pentru T Definim funcția ci pf d m (/ M) = - \ ѵ(і-т)/г (t) dx-î - Jo Jo dt Pentru a vedea semnificația acestei funcții vom face unele calcule Avem = Ax(t) + b /[g ( ] dt Pe baza formulei variației constantelor rezultă x (t) = eAl x ( ) + C eA^ b f[a (t)] dx Jo TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE deci g (i) = c*eAtx(fi) + ( c*e^ ], di deci d^i) = dj£(i) x( ) Г [G(t)] dt - (v ( ) + y) f [a (i)] di di Jo di Pentru t С T putem deci scrie dG(i) du*(i) f‘dv(i — т), г /л\ I T-C n\ -ТГ=-ТГЖ( )- —t—VrWdî- [ѵ( )+т]/г(і) di di Jo d t Rezultă Хг(і) = — С v(i — t) fT (t) d t + q — W — q — ж( )pentru T, rezultă, ținînd seama de definiția funcției fT (i), relația Хг (i) = - C v (i - t) fT (t) d t - q C dv(j, Т)-Л (т) d t Jo Jo d t Deoarece matricea A este hurwitziană, avem | eAt | C Ki e—io , deci | v (i) | С К e~K«* Rezultă | Xr(i) | T, deci Х (і) admite transformata Fourier Fie ZT(i q)N(i Г°° = -\ e[(l + iwq)N (іы) + q"flFT(i q) G (i >) | este real, deci [( + і ы q) N (i ) + q у ] | FT (i ) | e [( - i și ®O) > , rezultă în particular Y (T) ат = eJ*a?(O) + еЛ('~т) e (t—t? bț(x) /-►oo și un șir tA->oo astfel ca | er(tft) | > Se poate alege un subșir astfel ca tn tn-i > Фе’ Fie T > dat, N (T) astfel ca и 'f ’ ( " Ф* a (t)f [a (t)] d t Jo n = l \ L » ф Ф« deci | a | (tn) |-> — Fie m — inf f (a) Rezultă t -A л ь Ф -Wi ( L Фв л Фв deci Фз>^ N(T)— — m Dar N(T) = cx> ?o Фв т->» ceea ce este contradictoriu Prin urmare lim a(t) = /-►oo De aici rezultă lim f [a (t)] = TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Avem însă | I ®( ) I + C I &||/(и(т)) I dr Jo Dar lim ( e—| b | \f [o (t)] | d-r = ( ]| Io = lim -=-^- -= ф іт|До( ]|= Ko eK«* Ko н-o eff«* deci lim | x(t) | = Din rezultă acum £(«) = —с*ж(і)-— ■ și teorema este demonstrată Pentru a vedea cit de puternic este acest rezultat al lui V M Popov vom arăta că dacă există o funcție Liapunov de forma considerată în paragraful precedent, condiția din teorema lui V M Popov e verificată Teorema Dacă există o funcție V de forma V = (Hx, x) — (J ( /(o) do H Jo dP astfel incit pentru orice funcție f din clasa considerată derivata în virtutea sistemului ( ) este pozitiv definită, atunci există q > astfel încît ( + i - Demonstrație Alegem f( Conform [ipotezei, derivata în virtutea sistemului ( ) a funcției V = (Hx,x) — hfits* trebuie să fie pozitiv definită Această derivată este egală cu (H (Ax + bh , egalitatea putînd avea loc numai pentru и■ = , v = , deci numai pentru x = (Subliniem că produsul scalar (u,v) înseamnă aici г\) STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA d Deoarece — este o formă pătratică pozitiv definită, rezultă, pentru d Fie М(і(л) = { e ) — \ ia>e~^e^bdt = — \ eMb — e~iatdt = Jo Jo d t '“‘di = b - AM (iv>) o 'o Punem x = M (i to), a = — ; obținem h (HAM(i oo) + Hb, M(i oo)) + (HM(i oo), AM(i Dar AM (* со) + b = — t со M (i со); rezultă — i со (H M (tco), M (i со)) + i oo (H M (i oo), M (i oo)) — p (с* і deci {— P (c*ico Uf (i oo) — y)} > -Să ne amintim că У(ісо) = \ e—*“(v(/)d/=—\ e—iatc*&Albăt =—c* \ e~*“ie' ; dar am notat ( (ісо) = Г(і TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Avem e(l + ia>q)G(i со) = со( (і со) Pentru a demonstra că există q > astfel încît ( + i со q)G (i со) > rămîne deci de demonstrat că e G{i со) este mărginit d V Deoarece - e pozitivă pentru ж = , o Pe de altă parte avem relația i со G{i со) = г со N (i ы) + у = Ге~ім( d t + у + v ( ) Jo dZ Dar v (t) = — c*eAt b, — = — Ac* eAt b, dt deci-y^ tinde către zero exponențial Rezultă lim dZ = ; ІЫІ-+ОО Jo d t într-adevăr, integrînd prin părți avem J e—jMfi -+±(v~ â!id QO Jo Л/ Rezultă lim i со (г (i со) = у + v ( ) = у — c* > , | oo deci &ei Tot de aici rezultă că lim G (ico) = , deci G (i со) este mărginită |co|->oo Teorema este astfel demonstrată Teorema arată că rezultatul lui V M Popov este mai puternic decît tot ce se poate obține cu ajutorul funcțiilor Liapunov (cu condiția ca numărul q să fie ales convenabil) Să arătăm acum că și aplicarea lui în cazuri concrete revine la operații algebrice simple STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA Elementele matricii ea‘ sînt de forma tk e—x deci fOO Ic fi \ e^'^e-^df л o Continuînd fc! L țk e-x ) e P(ia»)Q( — i w)> Partea reală a produsului dintre P(ia») Q( —i ; am notat x = -/w’ g = c*A~k x — [в*А~Ч + r]£, căci x = Ay + bț, deci у = А~г x — A~kb^ TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Rezultă în definitiv sistemul ( ) cu у = r + cA b Considerațiile făcute mai înainte arată că у > este o condiție necesară pentru stabilitatea absolută Să luăm A = diag (~~ p-«) Și să vedem ce devine condiția din teorema Avem G = - [c*A-i(tto-A)-*b] +Г + С*Л~ * і со с*А-Ці L(A, b, c) Dacă btc у AÎl Ч> И i = i Jlj - i = i [X condiția de stabilitate absolută se scrie r>-Z(A, b, c) Din rezultă L(A, b, c)> Ținînd seama de faptul că ( bi Ci I max — , se regăsesc rezultatele din paragraful precedent Pentru matrici A de ordinul al doilea, T Morozan a pus în evidență cazuri cînd к ( „ L(A, b, c) i = l Hi Pentru a pune în evidență direcția în care trebuie continuat studiul, să observăm că sistemele studiate, de forma ( ), sînt cazuri particulare ale sistemelor de forma —- = Az - af( T funcția w(t) verifică sistemul omogen, rezultă că w și descresc exponențial, deci formula considerată din teoria dt transformatei Fourier se poate aplica Din sistemul de ecuații (•) pentru w rezultă, aplicînd transformata Fourier, i deducem / ( *Х к Pe de altă parte, P*z ( - «)] + qp* ~P*u (t) - qp* [a(t)]dt к dt dt J STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA m Rezultă к dt С Г * *d«(t) u(t) + qp*—У Jo L dt /[ Ѵ& J \ к J \ к ) deci /(g)(g -/( -^- -^-Л * u(t) + qp* f [ O ; pentru O g ^, deci /(g)>A G, ( /(G)dG > G (T) Jo Dacă ts(T) G ^, TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE deci /(g) ^ста(Т) Io Rezultă în toate cazurile F [g(T)] > — g (T) Putem scrie prin urmare inegalitatea q^-^(T) + hX g (t) (lt astfel încît — + ( + ia>q)p* (A—i • , atunci oricare ar fi Ic funcția f cu proprietatea că există h^și^ G(i со) pentru io|ico>-Oși lim a» G(i со) soluția banală a sistemului este stabilă în mare oricare ar fi funcția f cu pentru и , lim \ /(tf)dti = oo o-> ± op Jo Dacă în plus avem lim со(т(і со) > , (O -►OO atunci soluția banală este stabilă în mare oricare ar fi funcția f cu Gf(a) > O pentru a=f=Q și lim sup( |f((j)| +( /((j)d(j) = oo O -► ± oo Jo Dacă șt lim Фе со Cr (г со) oc> și dacă soluția banală este stabilă în mare, atunci ea este asimptotic stabilă în mare Prin urmare, dacă (QtitoG (ico) > , lim ісобг (ico) > , lim coa(r(ico) oo co-> soluția banală este absolut stabilă pentru toate funcțiile fcu pentru- G (ico) > și lim a> G (ico) atunci stabilitatea absolută are loc numai în clasa funcțiilor cu \ /(a)dcr = oo o->±oo Jo STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ Pentru demonstrație observăm că deoarece condițiile sînt impuse numai funcției G și aceasta e invariantă, putem presupune sistemul adus la o formă canonică convenabilă Alegînd pe D astfel ca zB \ \O / sistemul devine = Bx + bf(a), = yn + = bn /(g) di di di a = q* x + pn-iyn-i + Pny„ Oalculînd pe G(s) după procedeul indicat mai sus, găsim (s) = (r ro — R)-ih pnbn + pn-ibn-! pn-ibn , s s Rezultă că lim e O deci apare condiția pn~i bn ee scrie acum Ș> Mai departe, (itoG (ito)) = — ico q* (іыЕ — В)- b + a = = — q* (і E — В) ( —і G (i со)) = q* В ( CO->QO se scrie deci а — q* b > Vom stabili acum o serie de leme care reduc succesiv problema la unele fapte mai simple Lema Fie Р=|«|+|^|+| )|,Ро=|«о + ?ОІ + |,По|- Dacă, pentru orice soluție a sistemului avem | ț(t) | С Фі(р ), atunci avem pentru orice soluție și inegalitatea I b (t) dr Jo Deoarece В este hurwitziană, avem | eBtК-й\«г -»', Z> , deci | ®(Z) | dr și Hm l /(cr) da = oo și dacă pentru orice solu-o —> ± oo Jo ție avem І^О)КФі(Ро), ț /(c)da rezultă h ( = Y * x ( - a Ut) - * ( К у I I фз (Po) + p p + -у- Ф (Po) + J Ф? (Po) = Фв(Ро)- Din | ? ( К фх (p ), I® ( К ф (Po), ) ( | , a—q* > , lim sup( |/( ± Jo Г a ( fi dacă pentru orice soluție avem | !• ( | фх (p ), \ /( ( lîl + I «I + I l)Po are loc inegalitatea І/(Ч*))І О astfel ca I ( I îl + I «I + I l)po> atunci există t cu ~ • di Punctul t este marginea inferioară a mulțimii punctelor din [ , în care а (t ) = ; dacă în punctul tt avem — ° °, а (^ )/ C® (^ )] = Iа(^г) II f C® (^ )] I , deci « )] + lîHB I * (Po) + Фі(Ро)І= cLt = I*M I [-(«-î* b) / [G (t )] I + lîll в |ф (Po)+ PI Фх (Po)]= = I® ( d« rezultă deci — (a —д*Ь)|/[с(« )]| + І І|В| ф (р ) + І₽|Фі(Ро)>° I Л>(«і)]| (|?| + |«| + |₽ ) Po, cum n€to,a(t)j ІиК(І«І + l«l + IPI)₽o I ® ( ) I (|? | + Ia | + ₽ |) Po Și И €[ , c(t)] există ti € [ ,«] cu (x = c(t ), deci |/([x)| тіп(ф ( |ст I), ф (| g I)} = ф (| g I), Jo P G [ o] deci Фм(І IX Фи(ро), de unde I o( X Фіб(Ро)* Mai departe, demonstrația continuă ca în lema Ținînd seama de lemele demonstrate, prima parte a teoremei se f а ( ) reduce la obținerea evaluărilor | ( X Фі (Po) Și \ Фз (po) • Jo Pentru obținerea acestor evaluări se folosește transformata Fourier Fie /НО =(Л’ « T Xt(/) —q*BeB{t T) b/т (t) d T + (q*b—a)/r(f) o TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Ca de obicei /г = ( е“^/г (t)dt = e—***/ [ti (£)] dt• Jo Jo Deoarece В este hurwitziană, există transformata Fourier a funcției q* BeBi b și această transformată este egală cu q*B (іыЕ—В)- b Pe baza teoremei asupra produsului de compoziție avem Xr = q*B (i mE— B)- bfT + (g* b — a ) f? Fie CT Г°° ~ pi (T) — \ Xr (f)/r (t) dt — — \ Xr/ r dco = к J—oo = — Г Фе {q* В (i conduce la [i (T) dt Jo Jo W[® )]dt = pC (t)^ ot = ^- РІЛЧЯ’)- £ ( )] ’ Jo Jo dt * q* BeBt® /[ - \q\|B|Xx| ®osup|£(t)| - Jo o^icr fr -Ailîl |B| |® | sup |£(t)| \ e~Jr«,dt> — K p sup | (t)|- Cum к /( - și — > , rezultă inegalitatea Jo O *(T)- K Po sup | (ОХ^-Ф (ро) = Фі»(ро)- De aici, prin procedeul care a mai fost folosit, rezultă | ( X Фі(ро) pentru toți i > Ținînd seama de evaluarea obținută pentru ( se deduce imediat din inegalitatea fundamentală ro ( \ /( cu derivate pînă la ordinul l± , = , , , Zj Presupunem că dt * Dacă există C l C lk astfel ca i — pentru l — , , , Zj și astfel ca este uniform continuă pe semiaxa t , d*«y( л r d'y(t) hm - = , atunci lim -L-LZ- * ■* °° și un șir tk astfel ca lim tk = oo Din ipotezele teoremei rezultă că toate derivatele fc->QO TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE sînt uniform continue pe semiaxa t astfel încît d'YP) di’’ De aceea se poate găsi un șir t* — pentru t € [ifc, tk ] Deducem d’-'Yti' ) d^YPt) c“ a'rW d, di’ di’- \ di’’ A A Cp у > — pe [it, ifc], atunci -^-păstrează semnul pe acest segment (orice derivată are proprietatea lui Darboux) Rezultă | i* — i* | C • Deducem de aici că putem alege pe tl astfel l* t ~ I A A J > — căci ar rezulta K > — ceea ce A căci dacă d'YP) di’ ca d’Y(i*) = — ; într-adevăr, nu putem avea pe dP* strictă d’ Y P) ăt’ inegalitatea este contradictoriu Prin urmare pe acest interval există puncte în care d>Yp) di’ d’ y (i*) A di’ formă rezultă că există —, deci putem alege pe tk cu proprietățile | i* — | —— A d’Yp) di’ d'YpJ ) di’' pentru t -> oo Pe de altă parte, > — pentru t g pj , tk ] Din continuitatea uni- astfel ca — tt | — , ceea ce arată că nu poate avea limita zero di’- A d’Y(i*) d^YPJ — f^lYP)di oo de aici rezultă imediat că lim ț(t) = implică lim ®(«) = t OO l~+ oo Pe de altă parte, = q Bx(t) + (g* b - a) / [ , deci f [a (t)] e uniform continuă Aplicăm lema cu ăl = Щ), =/[a(t)] dt dt J dy dS* Avem lim — = și din lema deducem lim —* = , deci lim /[a(t)]= t -> OO dZ t -► OO d£ t -► oo Deoarece | a (t) | rezultă acum lim tq (t) = t -> QO și în definitiv e demonstrat că lim p(t) = TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE în acest mod demonstrarea completă a teoremei s-a redus la demonstrarea faptului că în condițiile din enunț avem lim £ (t) = Pentru t -► oo aceasta este nevoie de încă o lemă Lema Dacă G (іы) > pentru toți w > , există sm H » * * * • • • * ®t-i* * ak m CA:, cu proprietățile: ° Rădăcinile ecuației sk - й- * • • • * ak-i s ak = au părți reale negative ° (iuG(іы) — \H (іы) \ ^ pentru toți w reali Demonstrație Avem, după calculul făcut mai sus, s b, t{i G(i<>>)) = î*B (« E - B )- b - a - q* b = , £ ci“ ’ m m , bm -f~ , bmt , Cq , Fie fc = m - m — mv Considerăm un polinom arbitrar de forma s* - «i s*^ - - Uk-i s - ak ale cărei rădăcini au părți reale negative Funcția J(O ) = - (i reaK deci "(o — Yo J(co ) > înmulțind eu (ісобг(ісо)) rezultă (ico G (ico)) — Țo (ico)w<> (ico)fc + ai (іы)к + + ^k-l + ak Observăm că deoarece polinomul sk + к~г + + аА і + ak este hurwitzian numerele sînt toate pozitive Să facem de asemenea observația că dacă m = , rezultă k= și polinomul se reduce la o constantă; enunțul lemei revine la faptul că în acest caz б г(ісо(т(ісо)) este mai mare decît o constantă pozitivă, într-adevăr, cazul m = = m se poate ivi dacă și numai dacă a = Um (ico G (ico)) > , a — g* b = Um (ico G (iсо)) > CO-> ( ->QO STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA - Aceste inegalități, împreună cu (iaG(ia)} > pentru toți , implică tocmai existența unei constante pozitive care mărginește’ inferior pe (iw G (i = ?V J—oo TU J—oo = — Y ț Л dt = — у С Z [ (т)] d-г — Z, d/ Jo rezultă lim — = dt Pe baza lemei deducem lim = limZ O (t)] = , QO Din lim/[a(i)] = și | , p > , deducem - — l f t — — ( ao l-> ao e terminată Lemele și sînt necesare tocmai în cazul cînd a = sau a — q*b — și deci fc > Fie mai întîi fc = Atunci polinomul din lema se reduce la e+aie Fie уг definită de sistemul = + Уі ( ) = - + — TQo» d« af Oi = ЗГ = ~ ( , di Уз( = ^ = -«i^ + U = - T, rezultă că pentru t> T avem | ur (t) | + = H (iu)fT Fie MT) = Y§r\£,+idf = — Г Y§|«m,+i | d — Ф (Ро), deci МЛС Ф (Ро), adică Yo\ Wm +i df oo adică lim ут,+л = Aplicăm din nou lema cu —- = y' dZ’ = , , , , Z = m + Rezultă lim y (t) = lim y (Z) = lim y (Z) = t -> OO t -> OO t QO Dar din lim y (t) = lim y (t) = t -> QO t OO rezultă lim £ (Z) = t -> oo și demonstrația este terminată Cazul к '> se tratează la fel Fie yf definite de sistemul %=У,+і,І = Д ,й- ,^ = - £ «#У»-#+і+ч(О ot dt j=i У (О) = -^-£о+ — Чо, У ( ) = — o, У,( ) = , j = , ,fc Cbk d]t ^k Introducem funcțiile y^i ( = -^L = - £ + ч W, at ?=i ^«)=M= f; „,^± + ( = dZ j=i dZ к = — £ аіУк-і+з+^(^ i=l Ук+з ( = (f) = - £ W +f l> ( ]« at j=i STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA Din p (t) ф (p ) rezultă că tq Д,/ [ст (/)] sînt mărginite și uniform continue De aici rezultă | yf (/) | c-i + l “Ь fr ($)' j— Avem (t) = yf+z (/), j = , , к - pentru T avem | «, (/) | T și sistemul omogen corespunzător este hurwitzian Aplicînd sistemului în uf transformata Fourier rezultă у «т,+і = H de unde, ca în cazul precedent, deducem Yo\ ^mt+id/ = o\ /тв+з d/ QO t->oo j=l și teorema e demonstrată Exemplu, Considerăm sistemul format din ecuațiile scalare d* л z к -= - ax + у - f (o), dt — = z — cf (cr), cr = x, dt — = - b (a) dt TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE (-a \ Matricea părții liniare a sistemului este I I și se vede că are două rădăcini к J nule cu divizor elementar de ordinul al doilea și rădăcina — a, care este negativă dacă a > Calculăm pe G (s) după procedeul indicat mai înainte s x — — a x + у + , s'y = + c, sz = b Rezultă '•*' b ~ z c b c ~~ ~ z = —, у = - = — » (a + s) X = у + , s s s s s deci a+s a+s deci Avem lim со G (z’co) = —— Deci »-M) a zco fa (z’co G (z’co)) = Л* - a + z’co -£ -И = л z’co со / z’co (a — z’co) + c (a — z’co) ico b(a — z’co) со (a + со ) ( z’co a + со - — z’coc z’co ab + dco \ ac — b + со = Sie | - -I = - co (a + со ) ) a + со Se vede că lim Ae (z’co G (z’co)) =« Condiția fa (z’co G (z’co)) > pentru со > se reduce la € ->OO ac — b Prin urmare, dacă a > , b > , ac—b , soluția banală este absolut stabilă» pentru toate funcțiile f cu o f (o) > pentru e , lim sup ( I / (о) I + \ f (o) do) = oo ±o° Jo Și de data aceasta metoda lui V M Popov dă rezultate cel puțin la fel de puternice ca cele bazate pe construcția unei funcții Liapunov de tipul obișnuit Anume, dacă există o funcție Liapunov, negativ definită de tipul „formă pătratică plus integrală” cu derivată în virtutea sistemului, pozitiv definită, condiția (Ut (i - este îndeplinită Demonstrație Scriem sistemul echivalent ^ = Bx + bf (a), at d£ =fM’ d/ STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATĂ t și funcția Liapunov V (x, , a) = x* Nx + Z,C x + О, V (x,ț, a) devine Vh(x, ț, a) = x'Nx + țci x + acîx + Yu + + (уга — ® - Derivata în virtutea sistemului va fi л V =W*(M, ®)> dt Avem W* (x, , ст) :> și pentru h = căci dacă ar fi strict negativă, ar rămîne negativă pentru h suficient de mic Bezultă — x* (NB + B"N) x - x' Nx - £ c{ x + ct « x - yu + у ст + y ст pentru toți e deci y = A doua inegalitate dă pentru ж= , =e , Punînd x = о В U( Luînd J ( deducem Ji — +b) + — + J)’JCT(w) - q'BV (<>>) + + a — q' b Dar BU(a) + b = — B (co B + B ) xb + ( (ы Е + В ) Ь = — ■ ceea ce coincide cu SRe (ico G (ico)) Să observăm că derivata funcției Vh pentru x = , cr = , ț =f= , este nulă, deci nu există funcții Liapunov de tipul considerat cu derivată pozitiv definită Și în această problemă se poate folosi metoda funcției Liapunov Dacă p =f= , sistemul este echivalent din punctul de vedere al stabilității absolute cu = Ax + di d fi \ ^ = q'Ax + (qb-x)f(a)-^ dt O condiție necesară pentru stabilitatea absolută a acestui sistem este P> într-adevăr, din stabilitatea absolută rezultă că valorile proprii ale matricii / A b H = l q'A q'b — a —p \ (H este matricea sistemului liniar care se obține pentru/(or) = or), au părți reale negative, deci (- )«+ det H = (- )» det Я > STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA Dar (д n л I = В det A q*A -p) ( — )" det H = (— )" p det A Ținînd seama de faptul că A este hurwitziană, rezultă că (— l)n det H > deci p > în cele ce urmează se va presupune deci p > și în plus f ° lim \ = oo I o j oo Jo Pentru orice matrice Г > există В > astfel încît BA + А' В = - Г Considerăm funcția F(®, a) = (Bx, «) + p + ( (®)d -(Bb + A* q)' Г' (Bb + A'q) d Deoarece se poate anula numai pentru x = , а = și această mul- dt țime nu conține semitraiectorii întregi, deducem că o condiție suficientă pentru stabilitatea absolută a sistemului este а — q b > min — (Bb +A*g)* V~ (Bb+A'q) г > o TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Fie acum Bezultă A = diag ( — ), Г = diag (Y o UI dacă bt qt > , dacă bt qf E S« gi £i =i i=l l g b« Să observăm acum că, în cazul cînd A e diagonală, avem G(i și inegalitatea ei ) > devine In «> E i=l bj g uf + ' max V o > i= bi qt со [X, + pentru orice implică a> chiar dacă matricea A nu este diagonală Din bi , max „ X\ = gi, e ' = “^ (Xj Г C n deducem că a > E e pentru / = !, , n, avem min(Bb - A' î)* Г (ВЬ + A‘ q) = г > Г diagonală STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA și este evident că acest minim nu poate fi îmbunătățit considerând matrâci nediagonale, deoarece Г- este pozitiv definită și deci (Bb + A' qY Г' (Bb + * g) > în cazul cînd bt qt o Г diagonală și din nou, minimul nu poate fi îmbunătățit considerând matrâci Г nediagonale într-adevăr, dacă ar exista Г > astfel încît (Bb + A' q)' (Bb + A‘ q) - (Bb + A' qY V~ (Bb + A' q) există o funcție Liapunov și cum b+ (Bb + A‘ qY Г-i (Bb + A‘ q) are loc inegalitatea (Bb + A' qY Г- (Bb + A‘ q)^> — q" b Luînd q = —A*~xc, obținem + Г-ifsb - c* A*" b J V J Această ultimă inegalitate a fost obținută pe altă cale de J P La Salle în cele ce urmează vom scoate în evidență ideile generale conținute în metoda lui V M Popov pentru a putea ajunge la o generalizare a teoremei Să considerăm un sistem de forma ^ = Ax+f(y), /( ) = , dt unde у este un vector Putem presupune fie că у = cp (x), fie că sistemul mai conține o ecuație — = g (x, y) dx Să presupunem că am reușit să demonstrăm că pentru orice condiții inițiale (x , y ) avem | у (t) | Avem I x(t) | QO rezultă lim x(t) = , t QO căci | x ( | oo Jt t ->oo e = lim e = Um I f(y(t)) I = Rezultă de aici că pentru a obține stabilitatea asimptotică în mare este suficient să fie puse în evidență proprietățile corespunzătoare ale lui y(t) Aceste proprietăți sînt puse în evidență arătînd că există trei funcții continue, nule în origină, primele două monoton crescătoare, astfel încît л(ІУІ) + ^ b(|i/|)d« deci în orice caz , S > Atunci soluția banală a sistemului ( ) este asimptotic stabilă în mare, oricare ar fi funcția f din clasa considerată Vom arăta mai întîi că din ipotezele făcute rezultă că matricea P este obligatoriu hurwitziană Fie p= | ® L p = | , PP = I Pi-Dz} p p trebuie g, simetrică, Io oj \p pJ V o o j deci Px Pa = Deoarece Px e nesingulară, rezultă P = De aici se deduce că valorile proprii ale lui P sînt cele ale lui Dx și P Din PD rezultă H > Avem H( ) = j (G ( ) + G* ( )), G ( ) = P [РГ + CA-iR] + +Q [CB-D— CB} = P [РГ + CA' R] -QD Dacă >vr vr rezultă, ținînd seama de forma lui P, că C = Qi -® , unde am notat Rezultă = ^ V Io Q H = + Conform ipotezei, Q > , deci V=——(Qi v, v) este negativ definită; derivata ei în virtutea sistemului — = D v este — (H v, v) deci pozitiv dt definită, deci D este hurwitziană Deoarece matricei® A și D sînt hurwitziene, există matricele simetrice negativ definite M j și M astfel ca A + A* = E, M D + D*M = E' Funcția V = (JH x, x) + (M y, y) este negativ definită și derivata ei în virtutea sistemului ^■=Ax + BF(Cx + Dy), ^ = F(Cx + Dy) dt dt TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE este dV — = (J/j (Ax + BFCx + BFDy), x) - ( fx x, Ax - BFCx - BFDy) + dt + (Jf F (Cx + Dy), y) + (M y, F(Cx + Dy)) = =((JfxA -A* lfx) x, x)+((JH FD+D*F*M )y, y)+(MjFB(Cx+Dy), x)+ + № x, BF(Cx + Dy)) + (M F Cx, y) + (Jf y, FCx) Luînd F = e E', rezultă dF — = (x, x) + s (у, y) + e T(x, y), dt unde am notat T(x, y) = (M B(Cx + Dy), x) + (M Cx, y) Avem I T(x,y)\^a(x, ®) + b|®| |y|, deci dF — >|®|а + г |у| — e (a | ® | + Ь | a? | \y\) = = ( - s a) e b (l-eoa) , soba ( -s «) dF Se vede că pentru e suficient de mic, — e pozitiv definită, deci dt soluția banală a sistemului ^ = Ax + z B(Cx + Dy), ^ = e (Cx + Dy) dt dt este asimptotic stabilă; punînd z = Cx + Dy, avem = C^ - D~ = C(Ax - e Bz) +D eoz = CAx - e (OB +D)z dt dt dt deci solnția banală a sistemului ^ = Ax + e Bz, ^ = CAx + e (CB+D)z ai dt este asimptotic stabilă deci matricea | А e В \ ' Q cu elementele diagonale mai mici sau egale cu ht Dacă afirmația nu ar fi adevărată ar exista o matrice =j= Avem A (A — В = В + i «o (A — i ta^E)- В căci din (A — ia> E)(A — i ] F — * coo JET} = ® sau det [—î coq C (- — îcoq -®) В D — îcoq Fq ] = , deci detf(/(A-i ^E^B+FȚ -— ) = Există atunci un vector г =f= astfel încît С (A — i ы E)~* В + F^ i «o В «o = O, deci sau Rezultă [i Zq — Cum prin ipoteză H (* , rezultă (H(i Avem •G(i « )z = Р ЕГЧ - PC(i г t too deci Dar și — — Î pentru acei i pentru care ■qf C Considerăm sistemul ajutător ^ = Ax + BF'Z, ^-=Fqz, z = Cx + Dy di dt sau, echivalent, — =Ax+BFtz, — = CAx + (CB + B)Ft z dt dt ■Conform celor de mai sus, acest sistem are soluția banală asimptotic stabilă Fie acum x (t), у (t), z (t) o soluție a sistemului ( ) Considerăm soluția x (t), у (t), z (t) a sistemului ajutător definită pentru t T prin condițiile x(T) = x(T),y(T)= y(T),z (T) — z(T) Definim funcțiile - \x(t) pentru QO - Г d (Fvz, Qz)dt=—\ — (Fttz} Qz)ăt=—(Fttz, Qz) Jt cU = -|(P« z(T),Qz(T)) iar CT \ (F,z, Qi) («) = ( (/(«) -Fq «iQ d») = £ ,/j = — și cum « ft(u) — — f «l> J rezultă că pentru acești * avem Jo Rezultă în orice caz Ф («) > Ținînd seama de calculele de mai sus deducem fT foo X( ’)>\ (/(*), P(z -F* f (*)))&+ -(PDy , y ) + e \ fT(t))dt+ Jo + Ф (z( T)) - Ф (г ) - (F* g , Qg ) Transfonnînd pe x(T) prin aplicarea teoremei lui Parseval din teoria transformatei Fourier, deducem Z(T)= Д" (/г, Р(і-Бу-Рг т))аа> + ^-Г ( т т)й De aici deducem z = i(oz— z — i(oC(i(oE— A) x + * г)а“ + тЦ (fT, Lx +My +Nz )i(o = ZTtJ—oo TJ-oo = -ЛГ (fT, r)d + CJ^-oo rJ—oo к (Л, Lxo + My - J№z )d și lim H(i co)> , rezultă Я (i со) > а Я' Alegînd I со I oo pe e suficient de mic, rezultă Я (i со) — e Я' > , deci putem scrie Я (i со) — e Я' = К (i со) Bezultă X(T)=— (Kf’T — K~ (Lx + My + Nz ), KȚt-K~HLx + tc J—oo + My + Nz )) ck> + Г (К' (L x + My + ІЧ), K~' (Lx + n J—oo + My + N» )) dco Convergența ultimei integrale rezultă din faptul că termenii de sub* integrală se comportă la infinit ca — Deducem de aici (z(T))+\ (f(z), P (z -РГ f («)) + s /(*))d* și (/(«), P (z — JV f («))) > într-adevăr, din z* avem deci [z(-> , deci, ht \ nț j cum ft > , rezultă Pift (zf-—> ; pentru zt V hi J Fie acum a(r) = inf Ф(г), (r)= inf [(f(z), Ptz-F^f^))) + e (/(«), /(«))!• TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Avem d»(z)>a(|z|), (/(«), Р(г-РГ (г)) + ео/(«))>Ь(І«І) deci inegalitatea obținută se poate scrie a(| z(T) |) +Сб(| z(t) |)d e există (s) > astfel încît | y(t ) | Zo + ^* (■*), e) implice \y (t) | e , vj > s ) Se vede că această definiție diferă de aceea obișnuită a stabilității uniforme prin faptul că funcțiile (e) și T (tj, s) nu mai sînt definite pentru orice г > ci numai pentru z > s Justificarea acestei definiții constă în faptul că în practică valorile suficient de mici pot fi considerate nule, deci nu este necesar să putem asigura ca |^(Z) | să fie oricît de mic, ci numai mai mic decît niște valori convenabile Este ușor de văzut însă că pentru sistemele liniare această definiție nu reprezintă o slăbire reală a noțiunii de stabilitate după Liapunov dV Propoziție Dacă există V(y) cua(\ у \)^V(y)^ b(\y\),— sv Dacă z >s rezultă a(z)> a(z ) = b(zf) și (s) = b~r [a(s)] >£x Fie | у (t ) | t Putem deci presupune că există astfel încît г, C | у (tf) | t pentru t ) > ч și fie S - (e) > sj ar rezulta dV ^- )• Dar У (У («о + To)) > a (I у (t + To) I ) > a C (e)J și am ajuns la o contradicție Rezultă /( t', deci în orice caz pentru t >- + Propoziția e demonstrată Să considerăm un sistem de reglare automată care conține un singur element neliniar, descris de sistemul de ecuații diferențiale = Bx + V(«) + = (b, x) - pf(c) + ra, ( ) ш dt unde f ( p pentru or > , - x p /( TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Luînd f (cr) = Ti g se obține sistemul — = Bx + kh q + l o, dt = (b, x)— phcs-ț-rc Matricea acestui sistem va fi [ В h Ic * “ Z A kZ> — ph + r) și va avea ecuația caracteristică , , (В — X В h Ic Z det к b — ph + r — sau В — kE h b — p , , (В — kE l A det b r — kl ceea ce se poate scrie sub forma Q(k) + hP(k) = Teorema Dacă ecuația P (X) = are rădăcinile cu părți reale negative, atunci pentru e , iq , a dați se pot găsi p , , astfel încît dacă f£CPo,so,a să aibă loc proprietatea de e -stabilitate asimptotică a sistemului ( ) Demonstrație Facem în sistem schimbarea de variabile у = px + + ka, care e inversabilă deoarece p =f= Considerăm vectorul £ = | г Avem — = » — +&— —p Bx + pkf(a) + pl g + k(b, x) — Icpf (g) + Icra = dZ dZ dZ = В (t; — ka) * >Zg + kra + kb' I — tj-к g| = IВ -к Ъ' j ) * \p P ) \ P ) - (pl + rk — Bk —— kb" g = Avj -к P J unde A = В + —kb* P -^■ = (Z>, x)—pfța)+r )) ~Pf(o) + r’a STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE AUTOMATA în definitiv, = A ) - m astfel încît PA - A* P = N, cu N Mai departe = (p, )] + (Ptj, - a = (Р(АТ) - mc), tj) -dt l dt J { dt J dt + (-P ), Ay * - - ~ У -у- -, f t> ] Uq deci există p > astfel ca (Ny, tj) arbitrar, P и(і-Д) / I ѵ[ + а( +Д)] ’ У b J • Se vede că p și So depind de Jf , т) , a, deci de e , ?) , a Deoarece p > , rezultă po > Fie | а | > Bezultă dF —— = (Nti, tq) — paf (a) + g(y, O avem |/(c) | > p deoarece f € CPo , a Bezultă P !/( v(l + A), p |/(c) | — v > v Д, deci —— Fie acum | cr | C • Bezultă —— tq) - (v +pap ) dt căci f £ Op,, s, «• Dar v-|-pap = v * « v + аѵД = v ( * а ( * A)) și cum rezultă )]#; este deci echivalentă cu cererea ca sistemul omogen să nu aibă alte soluții periodice de perioadă w, decît cea banală Teorema e demonstrată Propoziție în condițiile din teorema soluția periodică unică a sistemului ( ) se poate pune sub forma x(t) = { G(t, s)f(s) ds, Jo ^unde G(t, s) = U(t) [E — ( (w)] U" (s) pentru G(t, s) = U(t + ) U~ (s) + U(t) pentru o s )Уо = Уо au același număr de soluții liniar independente Aceasta înseamnă însă că sistemele ( ) și ( ) au același număr de soluții periodice de perioadă ы liniar independente Condiția necesară și TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE suficientă ca sistemul ( ) să admită soluții periodice de perioadă ы este ca sistemul de ecuații liniare [E - Г(«)]® = Гс(«, s)/(s)ds Jo să admită soluții Să presupunem că sistemul admite o soluție periodică Fie у (t) o soluție periodică a sistemului ( ); să înmulțim egalitatea de mai sus cu у ( ) Avem y( )[E- U( ) t (s)/(s) ds = • sau Г /( ) U(o) I (s)/(s) ds = Dar Jo y( ) U( )] = deci matricea E — TJ (ы) și matricea extinsă la care s-a adăugat coloana /•Ci) \ U (oo) U~ (s) /(s)ds au același rang Dar conform teoremei lui Kronecker -Jo Capelli, aceasta este suficient pentru ca sistemul [E — Г( ) |«(n QO atunci el admite o soluție periodică într-adevăr, șirul xn = xțnw) este mărginit, deci din el se poate extrage un subșir convergent către un punct x\ Din ipoteză rezultă pentru orice n lim [» ((n + ) w) — ai (n oo deci Hm x + = x\ Din lim = x" w® k rezultă lim xțt-, xn ) = xțt-, x') fc-> K și din lim ® + = x' fc->eo K rezultă lim xțt-, x + ) = xțt-, x') *-► Dar ®(t i ®ni+i) = xțt-,x [(n* + ) «]) = x (t + țnk + !)«) = = xoțt + (O + nk OD TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Prin urmare, pentru a deduce că sistemul ( ) admite o soluție periodică, este suficient să arătăm că soluția banală a sistemului ( ) este asimptotic stabilă și că sistemul ( ) admite o soluție mărginită Vom arăta însă căr chiar în condiții mai generale, dacă soluția banală a sistemului ( ) este, uniform asimptotic stabilă, atunci sistemul ( ) admite o soluție mărginită Lemă Se consideră sistemul ( ) unde A(t) și f (t) sînt presupuse mărginite pentru t^-Q Dacă soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă, atunci toate soluțiile sistemului sînt mărginite pentru t^- Demonstrație Conform teoremei " există o formă pătratică (V (t) x, x) cu proprietățile : (x | x j C (V(t) x, x)^ M\x | , (dV \ I -x, a?! + (Vx, A(t) x) = — | x | ț dt ) Folosind aceleași calcule ca în demonstrația teoremei , deducem dP* —— = — \x(t;t , x )\ + (V(t) x(t; t , x ),f{t)), dt unde x (t; t , Dacă xQ) este soluția generală a sistemului ( ) și F*(t) = (V (t)x(t-, t , ж ), x(t-, t , x )) L = sup | f (t) | deducem dV* —— *®o) I ®o I avem V*(t) t astfel încît *(t ) = Z M’ Și pentru t V'(t) Z Jf , I t , ® )| > LM dV‘ di I ®(^i > ®o) I ( -tAL | x(t,; , ®o) |) > i , deci [x| «o, ®O)|’ F( , ceea ce arată că soluțiile cu | x | / , și anume | x(t; t , x )\^KL Din cauza stabilității asimptotice uniforme rezultă că toate soluțiile sînt mărginite și lema e demonstrată Ținînd seamă de această lemă și de considerațiile preliminare făcute rezultă că dacă soluția banală a sistemului ( ) este asimptotic stabilă, atunci sistemul ( ) admite o soluție periodică unică, asimptotic stabilă Teorema Se consideră sistemul { ) cu A (t) și f (t) aproape-periodice Dacă soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă, atunci sistemul ( ) admite o soluție aproape-periodică unică, uniform asimptotic stabilă și care verifică o evaluare de forma : | x(t)\-^K sup ]/(«)!- Demonstrație Din lema precedentă rezultă existența unei soluții mărginite и (i) Din u(t) = A(t)u(t)+f(t), u{t + r) = A{t + i:)u(t + x)+f(t + r), rezultă «(t + т) — й (i) = A (t) [u (t + т) — и ($)] - + [J (t + r) - A («)] u(t + x) +f(t + t) -/(«)• Fie Jfx = sup | и (t) | + , t o & — aproape perioadă comună pentru A și/; К e constanta, depinzînd numai de sistemul ( ) a cărei existență a rezultat în lemă Fie у (t) soluția sistemului ( ) cu : y( ) = w(t) -w( ), tf(f) = u(t + r) — u(t) — у (t) TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Avem Și ( ) = ( = «(Z + t) — «(Z) — y(t) = A(t) [u(t + t) — u( ] + + [A (t + t) - A ( ] и (t + t) +f(t + t) -f(t) — A(t)y (Z) = = A (Z) v (t) * [A (t + t) — A (Z)] и (t + t) - f (t + t) —f(t)-Conform lemei rezultă sup | [A(Z+т)-A (/)]«(/+ t) -/(« + t)-/( | Deoarece soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă, avem | у (t) К Be-“‘ | у ( ) | astfel încît dacă t > T să avem ІУ( І T, rezultă £ £ | «(Z - T) - «( I dat există Z(e) și T(e) astfel încît în orice interval de lungime l să existe un număr т cu proprietatea că | «(Z - t) — « ( | T Dar aceasta înseamnă că и (Z) este o funcție asimptotic aproape-peri-odică Atunci, pe baza teoremei fundamentale a lui Frdchet avem «(Z) = жо( +®( , unde x (Z) este aproape-periodică și lim (Z) -/( - Dar A (Z) со (Z) are limita zero și A (Z) x (Z) - / ( ; din lim OD rezultă că există T > astfel încît pentru t > T să avem | T Fie acum t arbitrar; există o — — aproape-perioadă astfel încît t + t > T Atunci | x (t + т) I • a fost arbitrar, rezultă I x (t)\-^ML Teorema este complet demonstrată § SISTEME CVASILINIARE Trecînd la studiul sistemelor neliniare începem cu cazul cel mai simplu al sistemelor cvasiliniare de forma = A(t)x +f(x,t), ( ) di unde A(t) este o matrice periodică și f(x,t) este periodică în raport cu t cu aceeași perioadă Orice soluție continuă a acestei ecuații reprezintă o soluție periodică a sistemului, căci dacă ținem seama de expresia matricii G(t,s), ecuația integrală devine x(t) = U(t) С(ы; s)f [®(s), s] ds + Г C (t, s)f[«(s), s] ds Jo Jo și deci = A (t) U (t) [F- U («)] -Ц“ O ( atunci p (a) = p a + K, = p + — > Jfw a a lim = p Presupunem că A(t) și e(t) sînt periodice de perioadă со, sistemul liniar -= A (t) x nu are alte soluții periodice de perioadă со decît soluția d/ banală, F (x,t) e periodică în t de perioadă со, |jF (x,t) | L pentru orice x și t, | F (a^, t) — F (® , t) \ astfel încît pentru |я\ | r , |ж >> >r să avem l-F — ^(®г, К PI — ® |, P astfel încît mes E = mes { Xo = r° sistemul admite o soluție periodi- ci că unică de perioadă Xo în ceea ce privește ipotezele ele diferă de cele al rezultatului bazat pe principiul contracției prin faptul că funcției F i se cere să admită o constantă Lipschitz mică numai pentru |a>| > r și în schimb se impune o condiție suplimentară soluției Ф ( - Subliniem faptul că în condițiile teoremei unicitatea se obține numai pentru X > Xo Demonstrație Soluțiile periodice de perioadă & ale sistemului verifică ecuația integrală x ( = X Ф ( + ( G (i, «) & [® (s), »] de Jo Rezultă că pentru toate soluțiile periodice avem | x ( — X Ф ( I E со M, deci | x ( | X | Ф ( | — L X— L со HI > r dacă X > Xo Dacă x și x sînt două soluții periodice de perioadă со avem ) — ^ ) — > C^ > — Jo = \ G (/, s) {F X (s), s] — F[x (s), s]} ds + + ( G , S) {F[xr (s), s] — F[x (s), s]} ds Jcâ’tj deci I X ( — X (О I Jf PH хг — XI căci mes СЕЪ со și pe СЕЪ avem X (t) | > r , I ® ( I > * -Bezultă II Ж — ® ll Xo soluția periodică unică este uniform asimptotic stabilă Demonstrație Fie p > arbitrar, т > i atunci = 'KeiBKv‘ — > t Deoarece mulțimea punctelor pe care Ф (t) se anulează are măsura nulă, rezultă că există ) > astfel încît mes {« [f , f + ^ astfel ca mes {te [i , ], | Ф (t)| Xo conform teoremei precedente Din relația x (t) = X Ф ( + ( G (t, s) F [® (s), s] ds Jo rezultă II (І)-ХФ ( > X ) — LM r Fie x (t) o soluție a sistemului, Уо = ®(^o) ®o(^o), У ( = ®( Avem M- = A ( у ( +F [у ( + x ( , t]-F [® ( , /] d/ TEORIA OSCILAȚIILOR $ Eezultă /( = c (t; M У o + ( c (t, S) {-F[y («) + ®o («), s] — F [® (s),s]} ds = «До = C (t; t ) y + ( c (t,s) {F [y (s) + x (s), s] - F [® (s), s]} ds + • + \ I c (t,s) {F [y(s) + ® (s), s] — F [® (s), s]} ds Fie ^• = e |yo| Deoarece K' > , există un interval dincolo de / pentru care I У (s) I I ®o(«) I — I У («) I, deci pentru valorile lui s pentru care | у (s) | r — r = r Eezultă că pentru + vom avea | y(t) К-Ке-а( ((- în particular I У («o + т) К qK' | y I e-(“-^>T = q | y | Deoarece constanta q nu depinde de t , putem lua ca moment inițial pe t - t și deducem I У (to + t) I Există n astfel ca n t t— <> —— , q |уо|, ceea ce arată că soluția x (t) este exponențial stabilă și teorema e demonstrată Să observăm că dacă m r + LM > - > m > TEORIA OSCILAȚIILOR stabilitatea asimptotică va fi asigurată dacă I УоК (m — ) r K' ■deci domeniul de atracție poate fi oricît de mare cu condiția ca X să fie suficient de mare Aplicații ° Considerăm sistemul Jf (t) [X e (t) + Cx + Dx] pentru | X e (t) - Cx - Dx | Presupunem verificate condițiile: a) matricile C și D sînt permutabile’cu A și cu B b) Părțile reale ale rădăcinilor ecuațiilor det (X E - J X - -B) == , det (C' D - E X) = sînt negative; E este ca de obicei matricea unitate c) e(t) este periodică, de perioadă , admite derivată de ordinul al doilea continuă și mes {t€[ ,o], | e{t) | = } = Atunci există Xo astfel încît pentru X > Xo sistemul admite o soluție periodică unică și această soluție este asimptotic stabilă; domeniul ei de atracție crește cu X și tinde la infinit cînd X -> oo Demonstrație Fie и pentru | и | • aproximație este asimptotic stabilă Considerăm acum sistemul liniar neomogen x = — ( Dx + ( у — C- e (t), у = —Ay + « + ( | иг | > r , rezultă I g (ui)—g (« ) I r poate fi luată oricît de mică Deducem că sînt îndeplinite toate condițiile din teorema precedentă și deci pentru X > Xo există o soluție periodică unică a sistemului și această soluție este exponențial stabilă Sistemul dat inițial se poate scrie â = У, У = — Bx — Ay + e mărginită și cum sistemul liniar ® = У, У = — Bx — Ay are matricea | hurwitziană, rezultă că sistemul dat admite l -B -A) o soluție periodică de perioadă I« pentru | « | astfel încît pentru X >- Xo sistemul dat să admită o soluție periodică unică de perioadă - pentru i = , , , m, constanta lipschitziană este nulă Rezultă că sistemul în у admite o soluție periodică unică, asimptotic stabilă Dacă y(t) este această soluție, atunci »(t) = B (t) ( y(t) — X )(t)] este soluția periodică a sistemului dat și se vede imediat că și ea este unică și asimptotic stabilă § SISTEME CU PARAMETRU MIC O metodă foarte importantă din punct de vedere practic în studiul sistemelor neliniare este așa-numita metodă a parametrului mic De multe ori elementele neliniare intervin în ecuații înmulțite cu un parametru mic Aceasta face să apară ideea că ele pot fi neglijate, studiindu-se numai ecuațiile care se obțin pentru valoarea nulă a parametrului Această neglijare trebuie însă justificată și teoria stabilește tocmai cazurile cînd ea este permisă, indicînd în același timp fenomenele noi care apar din considerarea termenilor neliniari TEORIA OSCILAȚIILOR Să considerăm un sistem de forma = (M) + Ю, ( ) dt unde Xo și JTt sînt periodice în raport cu t cu perioadă со și verifică condițiile obișnuite de regularitate (vom presupune că admit derivate parțiale continue) Pentru e — se obține sistema! d ? — = X (x,t) ( ) df pe care- vom numi sistem generator Presupunem că sistemul generator admite o soluție periodică x (t); vom numi această soluție, soluție generatoare Problema constă în a stabili unele condiții care să asigure că există s > astfel încît dacă | e | astfel încît pentru |e ] y) = Zo [®o & p),t] =-^-X [*e (t,p),«] ® (t,p), dp at др дх др deci 'T xq (fa P) = *o [*o (fa P)> £ " xo (bP)* dp dx dp Pentru p = pQ se capătă "ТГ ~T~ xo (fa Pq) = ~ [*o (^>Po)> ~ xq (^> Po)- dt dp dx dp & Rezultă că matricea xQ (t,p ) reprezintă o matrice de soluții a sis- dp ternului liniar -^ = ^-Xe [»«(*), O astfel încît pentru |s | ți această soluție depinde continuu de e TEORIA OSCILAȚIILOR Un caz particular important este cel în care sistemul generator este liniar, deci cazul sistemelor de forma — = A (t) X + P (t) + e X (x, t, s) dt Sistemul ( ) coincide în acest caz cu = J (t)« dt și teorema arată că dacă soluția generatoare reprezintă o oscilație forțată în cazul de nerezonanță, atunci pentru | s | suficient de mic sistemul neliniar admite o soluție periodică unică a cărei primă aproximație este soluția generatoare Să considerăm acum cazul cînd sistemul în variații ( ) are soluții periodice de perioadă Notăm у (t, z) = x (t, e) — x ( Deducem , У ( e) — Iх ( e)> H- G, e), t, e]— -îo >о (О, Л— di o = —-To [® ( , t]y (t, s) + Uo [y (t, s), «]+ s Ti [y(t, e)+ x (t), t, e], dx unde Yq ( , t) = Deoarece у (t, e) este periodică, rezultă de aici că sistemul —— = — JT [a? (/), и + Yq [y (t, e), -f- e [y (/, e) -f- xQ (£), /, e] at dx admite o soluție periodică Pe baza teoremei rezultă i (s) {ЗГоЕЗ/ ($? £), *]+ e [y (s, e) - ( ), e]} ds — 'o De aici rezultă că ( W (s) Xi [a? (s), s, ] ds = Jo într-adevăr, dacă nu ar fi așa, am avea ►Ci) Io W (s) Xt [® (s), s, ] ds = c > TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Din lim у (s, e) = și din continuitatea funcției XT rezultă că există £—> s > astfel ca pentru | s | = x (t), atunci f W (s) [®q (s), s, ] ds = , Jo W (t) fiind matricea ale cărei linii sînt soluțiile periodice ale sistemului adjunct sistemului ( ) Dacă soluția generatoare face parte dintr-o familie de soluții periodice depinzînd de un număr de parametri, sîntem în condițiile propoziției deoarece derivatele soluțiilor în raport cu parametrii sînt soluții periodice ale sistemului ( ) Condiția din propoziție permite să se găsească acele valori ale parametrilor pentru care soluția corespunzătoare este efectiv prima aproximație a unei soluții periodice a sistemului ( ) Vom redemonstra pe o cale puțin diferită propoziția de mai sus; această nouă demonstrație ne va da posibilitatea de a merge mai departe în studiul cazului cînd soluția generatoare face parte dintr-o familie de soluții depinzînd de un număr de parametri ’ Fie U (t) matricea fundamentală de soluții a sistemului ( ), lf vectorii inițiali ai soluțiilor periodice ale sistemului adjunct sistemului ( ); avem lf {U (со) — E} = Dacă p} sînt vectorii inițiali ai soluțiilor periodice ale sistemului ( ) avem {U (со) — E} p,= , (j = n —k+ , ,n) TEORIA OSCILAȚIILOR Considerăm acum vectorii , ln k și plv , p„ fc astfel încît sistemele de vectori și pj (i = , , %), să fie formate din vectori liniar independenți Fie $ matricea ale cărei linii sînt lt și T matricea ale cărei coloane sînt p, Avem S [U (со) — E] T =(Д L țO J Dacă sistemul ( ) admite exact к soluții periodice liniar independente, atunci matricea U (со) — E are rangul n — k, deci det Д Condiția ca soluția x (t, p, e) a sistemului ( ) să fie periodică se scrie x (со, p, e) — — p = Putem scrie / / , дж(со, p , ) , Зж(со,ро, ) ж( со, p, s) = ж (со,p , ) H -(p po) + e >-ro> + op дг + o( |e| + \p - Pol)- Cum & ( CO, Po , ) = Po , condiția de periodicitate se scrie {d® (со, Po, ) I дж(со,ро, ) , , , , , v > jg (p -po) + s o (| e | + |p-p = др J-de Dar am văzut că ) b (u)j др deci condiția de periodicitate se scrie {tf (со) - E] (p - Po) + E дХ ( e) = tt’P> £)> л + dl de de dZ de I d у fr If n -l f rl dX° Pi e), , + s -A-i L® (b Pi e), h SJ — —X (t, p, e) + de dx de dx + [x (t, p, s), t, s] + e ~ Ai [ж (Z,p, s), t, в] de De aici, pentru e = , p = p , se capătă d dx(t,po,O) dX (x (t),t) dx(t,po,O) , r Г W ~ - + x' w’ dx TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE deci Pm&) verifică sistemul de = a [»„( ] dl dx și condiția inițială г( ) = , deoarece x( ,p,e) — p, deci x( ,p,e) = de Bezultă de aici, pe baza formulei variației constantelor că dx{t>p У >°) + O(| E | + |p -Po I) ,( j = П-fc + , ■ П) dz TEORIA OSCILAȚIILOR Dar | p — I = O (e) și ecuațiile se scriu £ [СГ(со)-Б] p, ₽, + o(| e|) = o,(» = l, ,n-k) i дг ^(o> > > ) + (|e|)=()>(j = w fc+ >>jjW) O) oz Pentru ca acest sistem să admită soluții e necesar în primul rînd ca дх(ы,ро,О) lf - — = , = n-k + l, ,n), dz ceea ce conduce la lf U (со) Г U- (s)Xi X (s), s, ] ds = Jo deci l/Cr (s)X [« (s),s, O]ds = O sau ( W (s) |X (s), s, ] ds = Jo în afară de aceasta este necesar ca sistemul X l [ U ( sub forma P (a) = ( Wa ( )Tj |X (s, a), , ] ds = 'o TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Presupunem că ecuația P (a) = admite o soluție a = a astfel încît pentru a = a să fie nesingulară da Arătăm că în acest caz sistemul ( ) admite o soluție periodică de perioadă ) -J ]p,₽, + li ga;( și funcțiile a (e), P(e) definite pentru | e | devine Pq (ao)) == xo ao )• Am demonstrat astfel următoarea teoremă : Teorema Dacă sistemul ( ) admite o familie de soluții x (t, a} periodice de perioadă со, astfel încît sistemul în variații corespunzător să admită pentru orice a exact Ic soluții periodice independente de perioadă со, atunci pentru orice valoare a astfel ca P(a )= , det ^>^ , a unde P(a)=f Wa (sjJ^ [a? (s, a),s, ]ds, Jo există o soluție x (/, z) a sistemului ( ), periodică de perioadă со și astfel ca lim x (f, z) = xQ (t, a ) E-> TEORIA OSCILAȚIILOR > Aplicații ° Un caz particular important este cel al ecuației x + n x +f(t) = eF (t, x, x, e) unde / și F sînt periodice în raport cu t cu perioadă тг Sistemul în variații este aici x + n x = k și are soluțiile periodice cu perioadă -deci și de perioadă тг Funcția n f (t) este presupusă astfel încît ecuația generatoare Ж - n x+f(t) = să aibă soluție periodică de perioadă w Atunci toate soluțiile sistemului generator sînt periodice cu perioadă тг și formează o familie cu doi parametri, x = (s) — Jf те sin n -Jo - Ao те cos ns, ] sin ns ds = , /• Л ф( Ио,-^о) = \ [«> o(O, t] y + Г d Xo [ж (t, e),t] dx dx [ dx d Xo [ж (t), t] dx Pentru | z | și | у | suficient de mici avem Г dXț [x(t,z), t] dXQ [a? (Q, t]l dX^xțt, e), t, e] [ дж dx Г dx У ’ ’ + o (| у I) și această soluție este asimptotic stabilă § METODA LUĂRII MEDIEI în cele ce urmează vom prezenta unele cazuri particulare ale metodei generale elaborate de N M Krîlov și N N Bogoliubov, cunoscută sub numele de „metoda luării mediei” Această metodă se aplică și în problema soluțiilor aproape-periodice Să presupunem că sitemul generator ( ) admite toate soluțiile periodice de perioadă w Fie ® (t, A) soluția generală a sistemului generator Facem schimbarea de variabile x = x (t, z) Obținem da? dxn(t,z) dx (t,z) ăz — - A [® ((,z), I]-|-eZj (ț?), i, г], di dt dz di Dar dt iar faptul că a? (t, Л) este soluția generală a sistemului ( ) arată că matricea -Ж° esteinversabilă, deci, dz ’ ( , b,z) TEORIA OSCILAȚIILOR ■ge- ' , ew B"(a,b,e) da — B" (t,b,s)~ — e~ “ J« M vie- ' f» ero B„ ( b g) d(j = — e r‘“ T) = В" (t, b, s) -\ e-”s B" (t- , b, e) ds - e-”“ Jo Deoarece B*(t, b, s) are valoare medie nulă, rezultă că B** (t,b, s) este ^periodică deci mărginită Obținem astfel evaluarea |Вч(#,&,е)| [В — e “®]— —»> [E — e "®]- , co Rezultă că avem | G (t, s)| C — căci [E — веыЯ ]— admite o astfel de e evaluare Sistemul ( ) va avea soluție periodică de perioadă e со dacă ecuația integrală Л (т) = Г“ G (t, s) [Bx (Л (s))+O (e)] ds Jo are soluție Fie О (Л) operatorul definit de О (Л) = Г “ G (t, s) [Bj (Л (s)) + O (e)] ds; Jo TEORIA OSCILAȚIILOR pentru \\h || tinde către soluția banală h = Devenind la variabila independentă t deducem existența unei soluții Л(/,г), periodică de perioadă w, unică, care pentru s-> tinde către soluția banală h = Ținînd seama de schimbările de variabile făcute deducem existența unei soluții periodice de perioadă tinde către zero și deci existența unei soluții periodice г (i, s) a sistemului ( ) care pentru e -► tinde către £° în sfkșit, va rezulta existența unei soluții periodice x (t, e) = x (t, z (t, s)), de perioadă , a sistemului ( ), care pentru e-> tinde către x (t,ț°) în plus, dacă valorile proprii ale matricii H au părți reale negative se vede ca mai înainte că soluția h (t, s) este asimptotic stabilă, deci soluția x(t, s) rezultă asimptotic stalulă Să observăm în încheiere că cererea ca H să nu aibă valori proprii pur imaginare poate fi înlocuită cu aceea mai slabă ca det H =f= , căci dacă H nu are valori proprii nule, pentru s suficient de mic, sistemul — = Hx nu poate avea soluții periodice de perioadă e w Am df demonstrat astfel următoarea teoremă Teorema Dacă soluția generală x (t,h) a sistemului generator ( } este periodică de perioadă w, iar este o soluție a ecuației Zo(z, ) = astfel ca det ^ ’, dz unde Z (z,Q) = —И dx* Xi [Xo (t,z), t, ] d«, со Jo \ d z j atunci pentru e suficient de mic există o soluție periodică unică de perioadă со a sistemului ( ) cu proprietatea lim x(t,z) = a? (J, £°) e-> TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Dacă valorile proprii ale matricii au părți reale negative, d z această soluție este asimptotic stabilă Observație Afirmația teoremei, în afară de concluzia asupra stabilității decurge și din teorema căci dacă soluția generală a sistemului ( ) e periodică, de perioadă f (t, x) dx Atunci I fn x) I -C —pentru — oo Condițiile lemei sînt verificate în particular dacă f(t,x) este aproape-periodică în raport cu t, uniform în raport cu x, și are valoare medie milă Demonstrație Avem /ч (t, x) - Г e-” V (t - a, x) da = £ e^ ” т Г" + ” T f (t - a, x) e”’ da Jo n= JnT Mai departe I fn (k x) | ~ e f(n + DT ,-п ]Т\ {f(t—a, x)e-^{a-n w= Jn T + — a, x) —f(t — а, ж)} da qo f(n + DT £е~п’ ІД f(t — a, ж) da-n= *nT qo r*(n -DT £е^”Л /( ]) =• deci lim Conform ipotezelor, ^(>])= f'+r y\t f(s,X)d Bezultă - е-”г ) '(n+\)T f(t — a, a?) da + — e-” T) — ) T + O(t]), = ) T - ( ]), -jf , - y + °( l) ) J )(ТТ) — ( ])) M o( ]) ] T - ( ]) s(T), lim e(T) = -e- T T £lh) Alegem pe T ca funcție de t; definit de ecuația l-e~”г = e (T) Cînd ) -> O, se capătă t\T (tj) -> O; într-adevăr, dacă T este mărginit, relația e evidentă, iar dacă T ->oo rezultă e (T) -»O, deci tj T -> Notăm ) T (tj) = £ ( }) și deducem ІЛ(«,ж)| O și ^(т])^- Lema e demonstrată TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Să considerăm acum sistemul ( ) presupunînd că șiХг sînt aproape-periodice în t, uniform în raport cu celelalte argumente Presupunem de asemenea că soluția generală x (t,h) a sistemului ( ) este aproape-periodică în tf uniform în raport cu h Facem din nou schimbarea de variabile x = xu(t,z) și obținem sistemul ( ) unde de data aceasta Z(t,z,z) este aproape-periodică în t, uniform în raport cu celelalte argumente Fie CT Zo (г, e) = lim — \ Z(tt я, s) di t-o« T Jo și £° o soluție a ecuației Zo (г, ) = Facem schimbarea de variabile z = + b Obținem sistemul % = 'B(t,b,t), dt unde B(t,b,s) are aceleași proprietăți de regularitate ca și Z și e aproape-periodică în t, uniform în raport cu celelalte argumente Fie Гт B (ft, e) = lin —\ B(t,ft,e)dt; T-ooo T Jo avem Bo ( , ) = Notînd (^, ЬуЯ) = В (tt bf e) B$ (bf s), rezultă fr lim—\ B* (tt b, s) dt = T-Ooo В Pe baza lemei deducem | ВГі | tinde către zero Considerăm sistemul -и, dl TEORIA OSCILAȚIILOR * și formăm funcția /•oo У(у)=\ \y(by)\ ^t-i sup I у (о, у) I Avem — \y? УоЦ C—| у (/, y ) | • ft-> + îl Folosind această funcție, deducem ca în demonstrația teoremei că sistemul ^ = SHh+f(t) at admite pentru orice f aproape-periodică o soluție aproape-periodică unică, pentru care are loc evaluarea IMO I Dar atunci, ținînd seama de schimbările de variabile efectuate, rezultă existența unei soluții aproape-periodice unice asimptotic stabile, x(t,z), cu proprietatea lim x(t,z) =x (t, £°) Am s-M) obținut următoarea teoremă : Teorema Dacă, în sistemul ( ) funcțiile Xo și Хг sînt aproape-periodice în t, uniform în raport cu celelalte argumente, iar soluția generală a? (/,A) a sistemului ( ) este aproape periodică în t, uniform în raport cu A, și C este o soluție a ecuației ZQ(z, ) = astfel ca valorile proprii ale matricii Zq (£ , ) aibă părți reale negative, atunci pentru г suficient de mic dz există o soluție aproape-periodică unică a sistemului ( ) cu proprietatea lim x (t, s) = x (t, £°) e-> Aici Zo (z, ) = lim A-CI [® (t, z) t, ] dt т->=о T ; \ dz ) TEORIA OSCILAȚIILOR § METODE TOPOLOGICE Folosind unele metode topologice se pot obține în teoria sistemelor cu parametru mic rezultate puternice, în care condițiile impuse sistemului generator sînt foarte generale și au un caracter intrinsec Teorema Dacă sistemul generator ( ) admite o soluție periodică Xq (t) asimptotic stabilă, atunci pentru | г | suficient de mic sistemul ( ) admite o soluție periodică x (t, e) cu proprietatea că lim x (t, e) = Xq (t) Е-Ю Demonstrație Ne sprijinim pe următoarea teoremă a lui F Browder Fie X un spațiu Banach, ’ și mulțimi deschise și convexe din X, So închisă și convexă, $ £ $ C , f o aplicație compactă a lui & în X ; presupunem că există m natural astfel încît fm este definită pe г, f’(S ) £ г pentru și două funcții (tq) și T(r\) astfel încît \p | și |p | T (tq) implică |ж (t,p) | Т Fie & sfera |p| Dacă | s | e suficient de mic, rezultă I I avem T, avem | x (t, p) | — — ) j, deci pentru | г | suficient de mic rezultă | x (m Teorema este complet demonstrată Teorema Fie Xo analitică: X (x,t)=X^(x, t) + Xom+ } (x,t)+ , m> Xq}fiind forme de gradul к în coordonatele lui x; presupunem că \ Xo"’(®,t)dt Jo are punctul x = ca punct singular izolat Dacă indicele punctului ж = Г în cîmpul de vectori — \ Xo"’ (x, t) dt este diferit de zero, atunci pentru | s | tinde la zero Demonstrație Considerăm sistemul — = ХГ (X, t) + ХГ+ ) (X,t)+ dt Soluția lui generală se scrie x = Ax (t) x + Az (t, x ) + + Ak (t, ж ) + , unde Ak (t,xu) sînt vectori ale căror coordonate sînt forme de gradul к în raport cu coordonatele lui x , cu coeficienți funcții de t înlocuind în sistem se capătă dAx dt хй + dA dt dAk dt = Xo"’ (Ax x + As + + Ak + , t) + Se obțin relațiile -^= ,^- = , ,-^^=ХГ(Ахж ,і), dt dt dt AX(O)=E, A (O,xo)= = Am(O,®o) = O Bezultă de aici Ax = E, A = A^ = , Am (t, x ) = ( ХГ («io, t) dt Jo TEORIA OSCILAȚIILOR Deducem că soluția generală a sistemului ( ) este de forma X (/) = Xq + ( -Zo } (Xqj t) dt + Jo unde termenii nescriși sînt de grad superior în coordonatele lui xQ Considerăm acum cîmpul de vectori ит(ж ) = ж(со) — Xq = XoW) (# ? t) dt + • • • JO Acest cîmp are punctul xQ = drept punct singular izolat deoarece acest lucru este presupus pentru cîmpul \ (xQ, t) dt Deoarece in-Jo Гео dicele punctului x = în cîmpul — \ Xo"’ (®o, di este diferit de zero, ы Jo rezultă că indicele punctului ж = în cîmpul u(x ) este diferit de zero Să considerăm și cîmpul ws (® ) = x( со, x , e) — x ; avem lim x (со, x , e) = E—> = x (со, ж , ), deci pentru | s | suficient de mic rotația cîmpului (ж ) pe o sferă care conține originea va fi egală cu aceea a cîmpului и(хй) Deoarece indicele originii în cîmpul w(® ) e diferit de zero, rezultă că dacă sfera e suficient de mică atunci rotația cîmpului (« )pe această sferă va fi diferită de zero Dar atunci cîmpul ue (x ) va avea în domeniul interior sferei un punct singular, deci un punct pentru care (x ) = , adică x (со, x , e) = x ; acest punct corespunde unei soluții periodice Teorema e demonstrată Observație Dacă punctul x = este asimptotic stabil pentru sistemul ( ), indicele său în cîmpul x (fcco) — x este, pentru к suficient de rfcco mare, egal cu± , deci indicele său în cîmpul—\ Xo”” di este diferit de zero, fcco 'o Dar ffcco fco — \ Xom) di = — \ Xo”” di &CO Jo СО Jo și condiția din enunț e verificată Eegăsim astfel un caz particular al teoremei Tecrema Dacă sistemul ( ) nu depinde explicit det, dacă Х (-ж) admite in x = un punct singular izolat care nu este punct de acumulare de soluții periodice cu perioadă со' С со și dacă indicele punctului x = în cîmpul Х (ж) este diferit de zero, atunci pentru | e | suficient de mic sistemul ( ) admite o soluție periodică de perioadă со, care pentru s-* tinde către zero Demonstrație Ca în cazul teoremei precedente vom arăta că rotația cîmpului ue (® )este diferită de zero pe o sferă suficient de mică cu centrul în origină, arătînd că indicele originii în cîmpul u(x ) este diferit de zero Pentru aceasta vom arăta că indicele originii în cîmpul u(x) coincide cu TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE indicele în cîmpul XQ(x) Definim cîmpul W(a? , т) = — [x (сот, a? , ) — a? ] COT pentru t=£ , W(xQ, ) = Xq(xq) Deoarece— x (t, xQ, ) pentru t = d/ este chiar XQ (a? ), rezultă că lim W (a? , т) =W (x , ), deci cîmpul W (x , t) t-> depinde continuu de t Cîmpul W (x , t) =f= , • și dacă X verifică o condiție Lipschitz locală, curba x = X (Z) nu acoperă întreaga sferă unitate, deci există un vector unitar elf astfel încît X(t) să nu coincidă cu — pentru nici o valoare a lui Z Plecînd de la vectorul constant construim un sistem ortogonal și normat de vectori ev Notăm cosOj = (X(Z), e (Ѳ)] d£( ) „ de de y în definitiv sistemul ( ) se înlocuiește cu un sistem de forma ^=Г( ,у), £* = Ѳ(М), dt dt unde se vede imediat că Y și Ѳ sînt periodice în Ѳ cu perioada de Ѳ(Ѳ, /) Funcția este periodică în Ѳ cu perioada (Ѳ>У) = ^-Т ^(Ѳ){Т[«(Ѳ)] + А(Ѳ)«(Ѳ) / + °(|у|)} -Ѳ(Ѳ, /) ^(Ѳ)МИ /={і + о(| /|)}{^(Ѳ) (Ѳ)«(Ѳ) / + °(| /|)} ^(Ѳ)^^ de de Bezultă = ^( ) [а ( ) S ( ) - у + о (I у I) dO ( dO J Sistemul ( ) se scrie deci ^ = B(Q)y + о(|у I), TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE unde elementele ale matricii B( )sînt date de МѲ)=&(Ѳ)[л(Ѳ)Мб)- т-) V dO ) și sînt funcții periodice de Ѳ Vom numi sistemul cu perioadă со sistemul în variații normale ^ = B(e) Să considerăm sistemul adică sistemul în variații corespunzător soluției w( ) Scriem vectorul v în sistemul ortogonal normal (X, £ , £„): v ( ) = p (Ѳ)Х[м ( )] + S Г ( ) (Ѳ) v = Căutăm ecuațiile pe care le verifică р л(Ѳ) Avem d® dp du Д „ d£v d®v ,л « = Гві[ ] +p ад Гѳ + E r m = = АрХ[«(Ѳ)] + £г(ѲМ (Ѳ)^(Ѳ) v = Cum — = Х[«(Ѳ)], de ' ’ rezultă Х[«(Ѳ)] + £г г+ = ІрѵА(Ѳ)^ѵ de v= de de v înmulțind cu căpătăm -^-= £ U( )^( ) - = sv( )r du v = V dv f v = Am ajuns astfel la concluzia: componentele normale pv ale variațiilor v verifică sistemul în variații normale Să observăm că din du dO = Х[«(Ѳ)] TEORIA OSCILAȚIILOR rezultă d dw d« = А (Ѳ) — d« dO d deci este o soluție a sistemului în variații Fie Ф(Ѳ) o matrice fundamentală de soluții pentru sistemul în variații, a cărei primă coloană e formată de soluția X[u (Ѳ)] Avem Ф(Ѳ) = U(Q)C, unde U (Ѳ) este matricea de soluții cu U ( ) = E De aici Ф(Ѳ + )= ^( ), deci рѵ(ш)^[(«( )] + Е >ѵ (со) Д ) =X [«( )]fcJ + £ [pu( )X[«( )J + = L + X Pu (fi) ( ) j ’ X[u ( )] = X\u ( )] kl + £ ( ) fcî • іл= TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Vectorii X[u ( )], £ ( ), £n ( ), sînt liniar independenți; tot liniar-independenți sînt și T[«( )], ® ( ), •••,«•(<>) Bezultă fcj = , fci = , p» ( ) — kv * £ fcvPn ( ), pv ( ) = £ p'x ( ) k* se scrie Р(ы) = P( )K ți= , ,n Ă și arată că valorile proprii ale matricii K sînt tocmai multiplicatorii sistemului în variații normale Deoarece k, = , kțț = , rezultă că matricea К are forma \v Jl- Am obținut următorul rezultat: multiplicatorii sistemului în variații normale se obțin din multiplicatorii sistemului în variații eliminînd multiplicatorul egal cu (care corespunde soluției periodice Т[«(Ѳ)]) Acum putem demonstra o teoremă de stabilitate a soluției periodice u(t) Această teoremă a fost demonstrată pentru prima dată de Andronov și Witt Teorema Dacă (n — ) multiplicatori ai sistemului în variații corespunzător soluției periodice x = u(t) se află în interiorul cercului unitate, atunci soluția periodică x = u(t) este orbital stabilă; aceasta înseamnă că dacă x (t) este o altă soluție a sistemului ( ) pentru care x(t ) e suficient de apropiată de curba x = «(t), atunci lim [x (t) — u(t - c)] = Demonstrație Dacă n — multiplicatori ai sistemului în variații se află în interiorul cercului unitate, rezultă că multiplicatorii sistemului în variații normale se află în interiorul cercului unitate, deci soluția ba TEORIA OSCILAȚIILOR nală a sistemului în variații normale este uniform asimptotic stabilă, deci, pe baza teoremei de stabilitate după prima aproximație soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă Dar atunci, pentru | y(Q) | suficient de mic, avem lim y(Q) = , deci din relația Ѳ —► oo Ж[е(Ѳ)] = «(Ѳ) + «(Ѳ)У(Ѳ) deducem lim {«[ OO Fie oo Pe de altă parte, (•кв) ®[t( )] - ж(Ѳ + Ѳо) =\ Jr[a?(a)]da, Je+e, deci |®p( )] - X (Ѳ + Ѳо) X ( ) - ( + Ѳо) I sup I X[®(a)] I Dar dacă | y( ) | , din cauza stabilității soluției banale a sistemului ( ), deci |«[/( )] | e mărginită, deci |X[/( )]| e mărginită Cum lim [t( ) — ( + Ѳо)] = hm [/( ) — — O] = Ѳ-> Ѳ->оо rezultă lim {x [t ( )] — x ( -f- O)} = Ѳ->оо Deoarece avem și lim {x[t ( )] — «( )} = TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE rezultă lim {а?(Ѳ + Ѳо) — «( )} = ->oo Notînd + Ѳо = t, с = — Ѳо, rezultatul obținut se scrie lim {x(t) — u(t + c)}= t->oo și teorema este demonstrată § SISTEME AUTONOME CU PARAMETRU MIC Să considerăm acum sistemul perturbat d® / / X — = Z(x, s), di ( ) unde Z e continuu diferențiabilă și Z (x, ) = X (x) Presupunem ca mai sus că sistemul ( ) admite o soluție periodică x = u(t) de perioadă w Considerăm sistemul de vectori X(t), ?a(t), • ♦ >£•(*) și facem în sistemul ( ) schimbarea de variabile x = «( ) + S(Q)y Obținem un sistem de forma ^=У[Ѳ,у,е], ^ = ©( ,y,e), T( , , ) = , ( , , ) S dt dt Formăm sistemul dy d ( , y,z) ¥( ,y, e) Avem, cu aceleași calcule ca în paragraful precedent ѳ , g) = |>( )]Z|>( ) + S( )y,e] , |Z[«( )]|* + X' [«( )] -^-y T“( ,y,e) = ^( )Z[«( ) + S( )y,e] - Ѳ ( ,y,e)& ( )-^^y d Mai departe Z[«( ) + S( )y, e] = Z[u( ), ] + Z|>( ] д e Teorema Dacă, sistemul ( ) admite o soluție periodică x = u(t) de perioadă со, astfel încît sistemul în variații corespunzător admite un singur multiplicator egal cu I, atunci pentru | e | suficient de mic sistemul ( ) admite o soluție periodică unică x = de perioadă со + O(e), cu proprietatea lim x(t,z) = u(t) Dacă în plus nici unul din S-» multiplicatori, cu excepția celui egal cu , nu este rădăcină a unității, sistemul ( ) nu admite în vecinătatea soluției u(t) soluții de perioadă pa + + O(s) Dacă multiplicatorii diferiți de se află în interiorul cercului unitate, atunci soluția periodică a sistemului ( ) este orbital stabilă Demonstrație Fie y(Q,c,s) soluția sistemului ( ) cu y(Q,c,s)=c Funcția у ( ,c,s) este continuu diferențiabilă în raport cu c și e; cum у ( , , ) = , putem scrie y(Q,c,s) = G(V)c + r( )c + o( |c | + |e|) înlocuind în sistemul ( ) obținem d^c + d£( )e + °(|c| + |e i) = B(Q)[G(Q)c +r( )e + d d + o(| c| + |s|)] + ет)(Ѳ) + o(|c| + |e|) Bezultă = B( )G( ), ^ȘL = B( )r( ) -T)( ), tinde către zero Acestei soluții periodice îi corespunde o soluție Ж[«(Ѳ)] = «( ) + S(Q)y(Q, c(e),s) a sistemului ( ); curba x = x [ tinde către aceasta Perioada ыѵ a soluției x(t) va fi dată de ГГ ) — — -E?] = , atunci avem și det [ ( o]-=\ A/fl -ldO= O(|y|)d (p- l) suficient de mic există R > astfel încît dacă \y | , p[co — Вmax \y |], Pentru \y | suficient de mic, Deoarece am presupus că perioadele ы(х) sînt mărginite, rezultă de aici M p (x) = — arbitrar, alegem pe ё astfel ca — ё a = t(w , a) Dacă scriem sistemul ( ) sub forma ^ = W(O, ), ( ) do sistemul ( ) se scrie = W(O, ) + s Wt(Q,y, e) ( ) d o Soluția generală ( , a) a sistemului ( ) este pentru | а | suficient de mic, periodică în cu perioada (t), у = ф (t) o soluție periodică a acestui si- TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE tem Sistemul ortogonal normat legat de această curbă e format din vectorii /X [ + г» Ео ^(ѳ)^ + (еИ]х[(ѳИ] х + Т , (з)о + [д ‘«(д) ' + (ѳ)»]Х(Ѳ)^з + (д яоэ Я +д щя Я-)д яоо»' ' + гЛ- (з ‘Й ‘д) (э ‘Л ‘д) х (д щя Ч + д яоо гЛ)» + г» (э)о+ [о L" 'H/o + (ѳ)»] ex + urs ЪЛ + soo zfi + v (guis » — soo) Щ ^ -( еЩ » -д soo) ^ - zsoo» ^( ) * + + (o)»] ZX + Uțs [o ‘«( ) * - ( )»] lX = uis ZR + soo ZR + x) gSOO UIS ZRD + SOO gUlS ZRV — SOO gUlS + gSOO UIS ZR + SOO UIS X) •[o ‘^(o) ' + (o)»]sx + О ТП « - soo zfi - » soo гиі Лю- uțs гЯ»+ ще soo «+g soo гД+д soo v l- ■' + (О)»] ZX + О Щ [о ‘« (g)g + (g)n] Tx = [(g Ш ZR + g soo ZR)» + г» Ѳ oo » -=-= -g soo g urs [o ‘«( ) * + (g soo ZR — g тпз гЯ)д uis » ° ” • ° ° Г (g та Л +g soo гЯ)» + x> + H) l'l + [ l» • (|) ,ГО Й Д, ^)Й щ д + + О г оо [ ‘й(в) + (Ѳ)«]гХ+Ѳ пте[О ‘«(o)g + (ѳ)«]хХ = (g uis zfi - soo zd)» ~ z* = [O ‘H ( ) S + ( )»] X [ [( ) ” X ( о л д! !й) д, с - ( ) Й шоду (g ms zfi - g soo zfi)» - zv (»)o +[»( )g+( )»]x[t( »] X ( й + e щ ) „ - — (ѳ)! + О гаоо » ^ + (Ѳ ТП V + т)гя — = (з)о + [о ‘Й( ) ^ - ( та Л + зоо zd)v - ,» + ( ) » X [(в) » x (e й+ Д, ^ ) О „ - Со ‘«(o) s+ (э ‘Я ‘ )ѳ + (О)»]X(ѳ)! + ( «Я + UȚS гЛ — ) » + HOlILtVTIDSO ѴГНОЭХ TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE = - Tj [ (Ѳ) + S(Ѳ) y, ] cos + Хг [и (Ѳ) + S (Ѳ) y, ] sin Ѳ cos Ѳ + + + el+хз[„(в) + в(о) , ][Bin e a + a (y cos + Уз sm Ѳ) J acos ( — « sin Ѳ + ya cos Ѳ) Й r л , „ А лл л , - , ■ —Q , ■ Qx ’ a cos = - Xt [«( )+ S ( ) y, ] cos Ѳ +-a + a (y cos Ѳ + y sm Ѳ) + JT [w( ) + i cy/A\ m a sin O cos - У sin cos (cos — a sin ) - y sinO cos (sin -a cos ) +»(o)y, ] -— — - - a + y eos - y sin [ $(Q)y ] a S*n Ѳ “t" sin cos (sin -a cos ) - z/ (sin — a cos ) a - y cos - Уз sin Bezultă = y a sin Ѳ + t/ (l — a sin Ѳ cos Ѳ) + s /jTj [и (Ѳ) + £ (Ѳ) y, ] sin Ѳ + dt l + JT [^( ) + i СУ/ПЧ- Ai ac°s +t/ (cos -asin Ѳ)+# sin Ѳ cos (cos Ѳ—asin Ѳ) j (v)y, OJ a + y cos Ѳ + Уз sin Ѳ q/лч л-| « sin Ѳ cos -z/a sin Ѳ cos (cos — a sin ) -z/ sin cos Ѳ (sin Ѳ+a cos ) a - ya cos Ѳ + y sin = — y (l + a sin Ѳ cos Ѳ) + y a cos - г J — X± [«(Ѳ) + dt I + S( )y, ]cos Ѳ+- з[«(Ѳ) + i а /ь\ лт a sin cos - / sin Ѳ cos (cos — a sin ) - Уз sin cos (sin - a cos ) + ю (v) a - y cos - Уз sin i лт a sin - у» sin cos (sin - fl cos ) - Уз (sin — a cos ) | , , + S(Q)y, ] -— + o(e) a - y cos - Уз sin О I Am obținut astfel forma explicită a sistemului ( ) Sistemul ( ) este în acest caz = y a sin Ѳ + Уз( — a sin Ѳ cos Ѳ), d = — ya(l + a sin Ѳ cos Ѳ) + Уз a cos Ѳ dO TEORIA OSCILAȚIILOR Pentru a obține o matrice fundamentală de soluții a acestui sistem să observăm că el coincide cu sistemul în variații normale, deci soluțiile lui vor fi componentele normale ale soluțiilor sistemului în variații, care în acest caz este = Ax Descompunem deci soluțiile acestui sistem după vectorii (X, £ , £ ) Avem Din ultima Bezultă e^e^plX+pl Ъ + рІЪ, cos Ѳ e + sin Ѳ e =plX +pl ț -рІ — sin Ѳ e + cos Ѳ e = plX + pi C +l>s з-relație obținem — sin Ѳ = — p sin Ѳ + p cos Ѳ + p sin Ѳ cos Ѳ, cos Ѳ = pl cos Ѳ + pl sin Ѳ cos Ѳ - pl sin Ѳ, = pl sin Ѳ — pl cos Ѳ — sin Ѳ cos Ѳ sin cos Ѳ Celelalte relații dau еав pi gin pț COg , = — pi sin Ѳ - pi cos Ѳ - pl sin Ѳ cos Ѳ = pl cos Ѳ - pl sin Ѳ cos Ѳ - pl sin Ѳ cos Ѳ = — p sin Ѳ - pl cos Ѳ - pl sin Ѳ cos Ѳ, sin = pl cos Ѳ - РІ sin Ѳ cos Ѳ - РІ sin Ѳ = pl sin Ѳ — pl cos Ѳ, Aceste două sisteme au același determinant (același cu determinantul sistemului precedent); coloanele acestui determinant sînt componentele vectorilor A, £ , ?з în baza er, e , e și cum acești vectori formează un sistem ortogonal și normat, determinantul este egal cu Bezultă pi = еаѲ sin , pl = — е“ѳ cos Ѳ, p = cos Ѳ, p = sin Ѳ, deci sistemul ( ) admite matricea fundamentală de soluții л (cos Ѳ — ee sin Ѳ \ (r(v) = I I \ sin Ѳ еяѲ cos Ѳ j Pi = cos Ѳ sin Ѳ cos Ѳ sin Ѳ cos Ѳ sin Ѳ cos Ѳ sin sin Ѳ cos Ѳ sin Ѳ — cos sin Ѳ cos Ѳ sin Ѳ — cos Ѳ = , pl = , pț = O TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE și deci familia de soluții periodice de perioadă rc, Уз = p cos , yz = p sin Sistemul adjunct are ca matrice fundamentală pe G ( ) = cos — e-“e sin Ѳ sin e~“* cos și soluția periodică de aceeași formă Vom aplica teorema la sistemul ( ) Avem de calculat pe P(ț) Avem (sin — cos \ / p cos \ cos sin cos | I sin cos sin / \ p sin Ѳ / P cos I > p sin / / \ ( \ M( ) + S(Q)y = (a + ₽)l cos I = Y I cos I , V sin ' V sin ' у cos - yz sin = P, у sin cos (cos — a sin ) - yz sin cos (sin + a cos ) = = p sin cos (cos Ѳ — a sin ) + p sin cos (sin + a cos ) = = P sin cos (cos —a sin cos Ѳ-f-sin -a sin cos )=p sin cos , у sin cos (sin + « cos ) + ^ (sin — a cos ) = = P sin Ѳ cos (sin + a cos ) - P sin (sin — a cos ) = = P(sin cos + a sin cos + sin — a sin cos ) = p sin , y (cos + a sin ) + Уз sin cos (cos — a sin ) = = p cos (cos -a sin ) - P sin cos (cos — a sin ) = = P(cos - a cos sin - sin cos — a sin cos ) =p cos T у sin cos (cos — a sin ) - Уз sin cos (sin -a cos ) = = p sin cos (cos — a sin ) - P sin cos (sin + a cos ) = = p sin cos (cos —a sin cos -sin -a sin cos ) =p sin cos Rezultă că în sistemul ( ) termenii în e, scriși pentru soluția generatoare yz = P cos , yz = P sin , devin Xr ( , у cos , у sin , ) sin - A ( , y cos , y sin , ) cos - V ( , y cos Ѳ» Y si Ѳ» °) ® cos ® —Y cos , y sin Ѳ, ) cos -f- -T ( , y cos , y si , )sin cos + -V ( , y cos , y si )sin TEORIA OSCILAȚIILOR Bezultă P (y) = ( {(Xr sin - X cos Ѳ + JT sin Ѳ cos ) cos - (— Хг cos + Jo - JT sin cos + X sin ) sin } dO = {JT [ , у cos , y sin , ] cos + A [ , y cos Ѳ, Y sin , ] sin } d Cu aceasta, teorema permite rezolvarea completă a problemei Aplicația considerată putea fi tratată mai simplu *), dar am ținut să dăm un exemplu de calcul efectiv pe baza metodei prezentată teoretic § SOLUȚII PERIODICE DE SPEȚA A DOUA în studiul unor sisteme electromecanice, de exemplu al motoarelor sincrone, al generatorului de curent alternativ, care lucrează în rețeaua comună în paralel cu alte mașini etc după unele ipoteze simplificatoare se ajunge la aceeași problemă matematică, care apare în studiul pendulului cu frecare liniară, aflat sub acțiunea unui moment constant Ecuația de mișcare are forma T d , , d , „ I - b h mg a sm - = M n di di și intră în tipul general (dacă notăm = ] -^-=Ф(^, ), ^=F{b,z), di di unde funcțiile Ф și F sînt periodice în raport cu cu perioada тг în studiul acestor sisteme un rol însemnat îl joacă soluțiile de forma «(i) = T(i), (t) = coi * Ф( ) Datorită caracterului unghiular al variabilei -, starea sistemului nu se schimbă atunci cînd - se înlocuiește cu - Атг, deci putem considera *) O tratare a unor sisteme generale conținînd pe cel de mai sus drept caz particular există într-o lucrare a lui E A Coddington și N Levinson TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE că z(t -f- T), + T) corespund aceleiași stări a sistemului ca și z(t), &(t) Aceasta justifică faptul că soluțiile de forma considerată sînt asimilate cu soluțiile periodice ale sistemului și se numesc soluții periodice de speța a doua Semnificația geometrică a acestor fapte este următoarea: Punînd în corespondență biunivocă stările sistemului cu punctele unui spațiu al fazelor, se vede că pentru sistemele considerate, din cauza periodicității în raport cu -, spațiul fazelor corespunzător este un cilindru Soluțiile periodice de speța a doua corespund unor curbe închise situate pe acest cilindru, care înconjoară cilindrul; curbele sînt închise deoarece cînd t variază cu T, punctul (S-(t), «( ) se întoarce în același punct de pe cilindru și înconjoară cilindrul deoarece cînd t variază cu T, $ variază cu un multiplu de тг în cele ce urmează vom considera sisteme de formă generală, care conțin drept cazuri particulare pe cele de mai sus și vom pune în evidență o teoremă de stabilitate a soluțiilor periodice de speța a doua, analogă cu teorema lui Andronov-Witt, precum și o teorie a sistemelor cu parametru mic Considerăm un sistem autonom de forma »=/(») unde/(я - тср) =f(x), p fiind un vector cu unele componente egale cu și cu celelalte componente nule Aceasta înseamnă că f este periodică de perioadă tc în raport cu o parte a componentelor vectorului x Presupunem că sistemul admite o soluție periodică de speța a doua u(t) = a>tp * ф (i), unde ф este periodică de perioadă T = ; aceasta înseamnă că u(t - T) = [i - ^^-]p - Ф(« + Л = HO + тсАр, V / deci acele componente ale lui и în raport cu care / este periodică variază cu un multiplu de tc, iar celelalte rămîn neschimbate Bezultă de aici că /[«( ] este periodică în t cu perioadă T: /[«( ЯМѲ)]) " / л d£v ’ Tu = , / [«(Ѳ) + S (ѲЫ) - E U г Ѳ v = \ CLv J Din aceste formule se vede că Y și Ѳ sînt periodice în Ѳ cu perioadă T, deci sistemul în variații normale este un sistem liniar cu coeficienți periodici de perioadă T Sistemul în variații corespunzător soluției u(t) are matricea A( oo Această teoremă a fost stabilită de O Vejvoda Să considerăm acum un sistem de parametru mic de forma d 'T* s), И-&)—f(x, г), dt și să presupunem că pentru e = sistemul admite o soluție periodică TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE de speța a doua «(t) Considerînd din nou sistemul de vectori £ a, , legat de această soluție și efectuînd schimbarea de variabile x = «(Ѳ) + S(f))y se obține un sistem de forma di di Ca în cazul cînd и este periodică se trece la sistemul = л,!’y> y = + £-n(e) + °d УІ + I e I) dO Ѳ(Ѳ, у, e) și cu metodele obișnuite se vede că dacă sistemul în variații corespunzător soluției и (t) are n— multiplicatori diferiți de , există o soluție у (Ѳ, e) periodică în Ѳ cu perioadă T cu lim y(Q, s) = e-> Acestei soluții îi corespunde o soluție a sistemului inițial, de forma x(t, e) = и [Ѳ (t, s)] + S [Ѳ (t, e)] у [Ѳ (t, s), e] Din -^- = Ѳ(Ѳ, /,е)= +О(|е|+ Ы) di rezultă [ («, s)] + izNp Din faptul că soluția x(t,z) obținută verifică relația x(t + T'(z), s) = x(t, s) + nNp rezultă că s) = ^ ;f>/ + s) T (г) cu Ф( , > , e > și întregii C af, bjt cu > , j = , v, astfel încît cele n valori proprii p, (г) ale matricii A sînt funcții continue de e pentru s <> și verifică relațiile a TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE im ы рДО)-—- b fiind un multiplu comun al numerelor b > pentru j = v + , , n, n bv în plus, se va presupune că A (e) este o matrice diagonală (K) Există R > și o funcție ф (t) > integrabilă în orice interval finit, astfel ca | | există £ > astfel încît | y't |, | y'i | C R, Ѣ £ I , (j — (Л + , , W) ^^- - ,-^+ («, t, s), = ti) d® să avem /( ) = , a#( )=^- , bt > , j=l, , ,X bi Pil ( ) ~ , P/ ( ) =f= ~ , — X - , , [i, m — , ± , dz , И) Ultimele n — [л ecuații vor fi ordonate astfel încît p# ( ) =f= pentru j = ți - , , r și ( ) = pentru j = r - , , n, ți + « î«-i deci dt = Рд ^-i + ьігі-і(У, ti e)- Mai departe, d^ d «, d«, n du, , dt dt ’ dt ’ ’ J dtt,- dt p’ dt" = “ p« ^ + c> + e = Ріа (Уа - Pn «,) + a? «, + E q* = at = РігУа + ^Яа(Уі t, e), -%±=-₽,^+, + eîtx+,- dt Sistemul ( ) apare astfel transformat într-un sistem de forma ( ) Primelor v ecuații din sistemul ( ) le corespund primele X și ultimele n—r ecuații ale sistemului transformat Numerele p#( ), j — , v, sînt aici irlf — гтх, , гтх, — гтх, , , , unde este repetat de n — r ori, iar T- = a bi Să observăm că pentru г = , sistemul ( ) admite familia de soluții depinzînd de v parametri & = c#e₽#( , , fie g' astfel ca | g—g' | C — ,/= eo( T % Atunci primitivele unice F, F' cu valoare medie nulă verifică relația \F(t) - F' (t) | ] + (e(O'~ astfel СО ca | py + іты | > pentru orice m — , ± , ± , , atunci sistemul d > , astfel încît f ф (t) dt > «>sldM J- Jo rezultă evaluarea Г I ;—— \ Ф («) d«; I c («), и, e]- ^п ) («)} d« уГ (t) = e e₽#(€) (( e ₽>,e v g, »(«), u, e] d«, (j = v + , , n), d^c, = SIL [e~iT’“î, (u), u, e)], = v) Relațiile (*) pot fi puse sub o formă mai efectivă, într-adevăr, avem Уі = + O (e), p,- (e) = w + sg,- + o (e) Relațiile (*) devin sg,- + zdf + o (e) = sau G# + df + O (e) = Pe de altă parte, = Ar Г ® iv% («)»«>d«=AAT d«+°(s)> с, T Jo CjTJo deci relațiile de condiție devin cT g,- H \ e [«(«),«, ]d« + O (e) = ct T Jo Fie rr P, ( , cu proprietatea că sistemul corespunzător în variații admite (n— ) multiplicatori situați în interiorul cercului unitate Făcînd schimbarea de variabile legată de sistemul ortogonal normat (Xo ,Ca, ,£„), se obține un sistem de forma ? =®o(M) + , y, e), CU -^-=r (o,y) + tr (t,e,y,t), ( > dl unde Ѳо și Ѳх, To, Yx sînt periodice în cu perioadă ae (s)> s), У as (s)> £) a sistemului ( ) să formeze o varietate у = Q (t, Ѳ, e), unde Q este periodică în t cu perioadă T si periodică în Ѳ cu perioadă со Sistemul ( ) admite o Jamilie de soluții x = x (t; s, s) care formează o varietate x =H(t, Ѳ, e), unde H e periodică în t cu perioadă T si în Ѳ cu perioadă со Pentru z = această varietate se reduce la curba u(t) Demonstrație Fie «(«) = Q(NT, s, a(s), e); — = —- + — -— • as ds dyQ as Scriem Ѳ (*,«, Уо, e) = P, «, , ,) (t, , , ) y + , , ) e+o (|e|+|îM) dy ds du du у(!,*,Уо,*) = HM, , ) + , , ) у +~^~ (t, , , ) - ду де + o(|e| -НУоІ) și înlocuind în sistemul ( ) avem f e + А + + = o și din Ѳ (Ѳ, ) = rezultă de asemenea -— —- = Sistemul se sene deci d (t, , , ) Ѳ (t + , ) dy (t, s, , ) d > ) di dy dy dy Bezultă că > O*— este o matrice fundamentală a sistemului în dy variații normale— = В (t + з)«; dacă G ( ) este matricea fundamentală di a sistemului în variații normale, avem deci A!Lb»L L e( + s)e- (e) ^ Și (i, , , ) = f‘ Ѳо(і + «,О е! + s) ^-i (s) at dy» 'o dy Din aceste formule rezultă (УТ, , , ) г (УТ, , , ) g) va fj oricît de ds aproape de , iar da ds (УТ, , a (s), e) va fi mărginită Rezultă de aici că + | e | e suficient de mic, va fi oricît de aproape ds dacă | a (s) | + de , deci =/= De aici rezultă că există s = E (o, e) definită ds pentru ),£) = у (NT,E (a, s), a (E (or, s)), e) = (g)-în acest fel fiecărei funcții a(s) definită pentru și cu a( ) = a(w) îi corespunde o funcție (g) definită pentru ^ g e) dy (NT, , , ) q | | | e|j= ду» ду + G(NT + s)G~l (s) + O(|s|) Pentru N destul de mare avem \G (NT + s)G~ (s)\ «) ( (A) a {Ej} + ds dy + (I -® ~ -® I + al(-®l) — a (N ) I), «i (Ej) oc (E ) = ocj (Ej) ocj (Ea) + «j (E ) a (E ) = = (Et - E ) + ax (E ) - a (E ) + o (| E - E I) ds Fie Ex (or, s) = i, E ( s) dy„ - Pe de altă parte, dy(NT,E , «!, e) Ѳ> e), е) = У(і> ѳ» ѳ, £), «) = ?(*, ѳ, а*(Ѳ), e), Ѳ(*+Т, , a, (s), e) = Ѳ (t, Q(T, , ае( ), e), y(T, s, ae (s), s), s) = = (t, Q(T, Ѳ, e), e) = Q(t, Ѳ, Q( , Ѳ, e), e)= «, Ѳ, ае (Ѳ), e) De aici rezultă Q(t+T, Ѳ, z) = Q(t, Ѳ, s) Pentru a verifica periodicitatea lui Q în raport cu Ѳ observăm că Ѳ (t, + со, a» ( + e, e) + w> o»( ( + TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE = gx +^[ -^( £]+ ^-^ at dt Obținem dE "Z =/P, + «( , v+v(t)-U(t)ț, e]-f[t, u{t), v(t), ], dt £ + «( , +®( ~ ^( £,*]-^+-^^Ц + dt e dt dt + V(t№’ cu De aici ^ = Л ( + № - ( ] + e /; +F [t, , e] + (?[/, , , t] Notăm А( =Л-/^, A,(t) = /„ Q(t)=gv Sistemul obținut se scrie dE ~; = A +A + */' +*’(*, , , e), ( ) dt e^ = Qfi +s {gt — ^ ] + G(t> £, , s), dt V dt / unde \F | = O (| I + I + s ), I & | = O(| | + | | + e ) și în plus F și G sînt lipschitziene cu o constantă oricît de mică dacă IEI, | эд I, | e | sînt suficient de mici Q - fl* Vom presupune că — — — gF, p > ; aceasta implică în particular ipoteza formulată anterior asupra nesingularității matricii Q dî? înplus,Q rezultămărginită CoeficiențiiJ ,jl , Q și funcțiile/ж, g't-, dt F, G sînt periodice respectiv aproape-periodice Vom admite în sfîrșit că sistemul liniar ^ = A ( ) dt are soluția banală uniform asimptotic stabilă în aceste condiții demonstrăm că sistemul ( ) admite o soluție periodică, respectiv aproape-periodică, unică, care pentru e -► tinde către zero TEORIA OSCILAȚIILOR dT) d ) л Г - •î = ’l + ‘ s-~Tt di Pentru aceasta considerăm operatorul care atașează funcțiilor a(i), ₽ ( , ®Т -І І )І \ At dc дс д c Prin urmare funcțiile periodice sînt soluții ale sistemului ( ) dc Conform teoremei sistemul adjunct sistemului ( ) admite același număr de soluții periodice independente, pe care le vom nota qk (t, c), , qk (t,c) Să presupunem că pentru o valoare c a parametrului, sistemul ( ) admite o soluție periodică de forma (t, s) = e e), )(t, e) = e ц* (t, e) Atunci £•, * verifică sistemul = A (t) Г (t, e) + a (t) g —Уе / к U(t, s, e) h; - ’ )- = Jf —E -» Le « -e£ e p —o f ( lim-\ U(t, bs, e) £-e °s J—oo V Prin urmare avem = )**( =lim — \ e-> £ TEORIA OSCILAȚIILOR -C U(t, s, e)k -^ds= C -U(t, s, t)Q{s)Q-^s)[ge- ' ds/ eJ ; presupunem că f este continuă în raport cu ansamblul argumentelor Pentru un asemenea sistem soluția se construiește, prin „metoda pașilor”, în felul următor: fie dată o funcție l Se vede de asemenea că x(t) e derivabilă și are derivată continuă și în punctele tn - kt, к în punctul î există numai derivata la dreapta Dacă f(t,x,y) verifică condiția Lipschitz în raport cu x, oricare ar fi y, atunci există o singură soluție care pe Do—t, i ] coincide cu ® T ( )> • • •,x D (O)] • dt Pentru asemenea sisteme se presupune că xf (t) > și se consideră mulțimea formată din valorile t—xf (t), t>( care sînt mai mici sau egale cu t Funcția inițială Funcția / depinde astfel de întreaga comportare a funcției x anterioară momentului t Vom presupune dată funcția inițială cp continuă pe [t — t, t ] Considerăm spațiul funcțiilor continue, date pe [t — t, t +&] cu к > suficient de mic, cu norma obișnuită a convergentei uniforme, || u|| = sup |« (t)|; submulțimea funcțiilor din acest spațiu care pe Do — t, i ] coincid TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE cu || ’ Rezultă ~ ~ {I x ? i) x (^n > г) I I ® (h ? ) - —Ц- [e£,((n-(»>^eL( о+ h ж (^; / , -£ ( ) di di I ® (ti j Ф ) x (ti; t , dt Demonstrăm inegalitatea I x(t',t , [eL (— i] sup | g(t, u(t + s)) |, Rezultă lim sup-^{| Rezultă lim sup — {| x(tt + Л; t ,p,) — и(^ + Л; t , ф)| — I ®(tx; t , tQ pentru care soluțiile sistemelor ( ) și ( ) există Să presupunem acum că f are componentele diferențiabile în sensul lui Fr chet Atunci vom putea scrie f [/,»( ) x (t; i , ф ), «P) =f P, ® ( Фэ)*~У ( = (II x P > ф) x P > Фо) II) și ținînd seama și de inegalitatea ( ), rezultă I ® P; «o, ф) — ж P; O există (e) > O astfel ca dacă |ф (s) — x (s)| ■ Zo Ca și în cazul sistemelor de ecuații diferențiale ordinare, studiul stabilității unei soluții ® (Z) se reduce la studiul stabilității soluției banale Teorema Să presupunem că există o funcțională V [t, ф] definită pentru orice t pe sfera || ф || H din spațiul funcțiilor continue pe [—t, ] cu proprietățile : ° Există funcțiile a (r), b(r) continue, pozitive și monoton crescătoare, cu a ( ) = b ( ) = , astfel ca a (|| , (e) Zo Teorema Dacă soluția banală a sistemului ( ) este uniform stabilă, există o funcțională Vțt, , G ( ) = Definim funcționala V [Z, G(M) Din stabilitatea uniformă a soluției banale a sistemului ( ) rezultă că există o funcție (s) cu proprietatea că ||ф|| • Zo După cum s-a arătat în capitolul I, funcția (e) poate fi aleasă monoton crescătoare și continuă, deci există funcția inversă s( ) cu proprietatea că | xțt-, t , ф) | - Zo — т (dacă presupunem în plus, ceea ce nu restrînge generalitatea, că (s) Z , d = Zj — Z Avem (fi)= SUP ^[||®(^i * a *s; to> și funcțiile (e), Т(г) astfel ca || tQ + T să implice | x (t; / , pe sfera || , a( ) = ( ) = c( ) = , astfel ca « (Ы ) + Jl Atunci soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă Demonstrație Fie (s) o + b — lim sup Л-> + V[t + h, x(t + b, + s-, t , ф)] — V[t, x(t + s-, Zo, ?)] b = lim sup + b, x(t +b + s',t , ф))] — V [t, x(t + sț (s), ar rezulta c(\\x(t - ; t , ф)||) >c[ (s)] și deci * (t - b) - * (Z) r , hm sup —* г - - h SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT de unde, pe baza unei proprietăți din teoria funcțiilor de variabilă reală, Г(«) - *(Z ) f Dar aceasta înseamnă că pentru Z > Zo + T avem | x (t; Zo, , G" (r) > pentru r > Alegem V P, ф] = sup G( || x(t + a + ; t, o + a Demonstrația decurge mai departe ca în cazul teoremei și nu o-mai repetăm Ținînd seama de faptul că f verifică o condiție de tip Lipschitz și folosind evaluarea ( ), se demonstrează la fel ca în teorema ' că se poate alege funcția G astfel încît funcționala V[t, II «p|| Demonstrație Definim operația Ut^ prin relația Zo + T avem | у (Z; Zo, Zo + T + t rezultă || Ни, i + T + t, deci || UtJt, t + T + t sau || Ui^W C e pentru t > i + \ - т unde am notat (s) = T( e) Avem relația Ut,i„ t + (Tt + t), deci II *? t + (Ti -T) Prin inducție rezultă imediat || Uu,|| ф)] ~ [( ^o> ф)] o + h ° reamintim că ||ф|| = sup | ф (s) | Convergența integralei este asigurată — T sup ||y(t + a + s; t, ф)|| > ііфіі Din \y(t-,t , ф)| > Be-«^ііфіі rezultă jy(t + u + s-,t, ф)| 'С \ (ІІ / (^ + u + s ; фі) || + || у (t + и + s ; t, unde A (t, x(t + s)) este pentru fiecare tun vector ale cărui componente sînt funcționale liniare pe spațiul funcțiilor continue pe [— t, ] (cu norme mărginite ca funcții de t), iar componentele vectorului f sînt pentru fiecare t funcționale continue pe același spațiu, cu proprietatea \f(t, x(t + s))\ - h - lim sup Л—► V [t-ț-h, x(t+h+s; t,x(t-]-s; t , )]- y [t + h, у (t+h+s; t,x(t+s; f , - I ѵр+Л, I(t+ft+s; ț,r(t+»; to o + n -ceea ce arată, pe baza teoremei , că soluția banală este uniform asimptotic stabilă E ușor de văzut că stabilitatea este chiar exponențială căci din V[i, ||ф|| , rezultă P*( > ||®(t - s; t , ) || || ф || și stabilitatea exponențiala este dovedită Teorema Să considerăm din nou sistemul ( ) și să presupunem că lf(t, x(t + s)) | ] -|- H И фі фгІЬ de unde |F[«, există > și iq > cu proprietatea că dacă sup |jB (t, - Demonstrație Avem pe baza inegalității ( ) I ;t, , I ]і • t Dacă acest lucru nu ar fi adevărat, ar exista tt > t astfel ca IIУ (ti + s t , ф)|| >- e ; dacă notăm ca de obicei У (t) — У [tj у (t ■}- s ] tai ф) ] avem V' (ix) > a (|| у ( a (e) >«[-^) > t IZ J SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT Pe de altă parte, t* (i ) = m, ф] l pentru t > t Din V' (t ) = l rezultă (II У , ф) II) V [h > У ( г ~t~ s i А» ф) J = î (|| Z (Z + ; Zo, ф) II), deci " ( ф)] T[^ , Ф] -|- h h-> + l pentru t > t rezultă * (« + Л) - V' (t ) hm sup -b-S-J— - л-ю+ Д Am obținut o contradicție și deci \\y(t + s; А>,ф)ІІ ^ Teorema este demonstrată Ca și în cazul sistemelor de ecuații diferențiale ordinare se demonstrează teorema de stabilitate în raport cu perturbațiile permanente mărginite în medie De asemenea fără modificări în demonstrație se stabilesc pentru sistemele cp întîrziere o serie de alte teoreme Teorema Presupunem că există o funcțională V [Z, ] definită ca în teoremele precedente, cu proprietățile: l°a(Z, ііфіі) -ж^+-А+ У ТА £] + Jl ° I V [/, , ( ) = , iar a (t,r), c (t, r) sînt continue și cu proprietatea că pentru orice pereche (a, ( ) cu , Ic (a, ( ) > astfel ca a (t, r) > Ic (a, ( ), c(t, r) > &(a, ( ) pentru a r p, / Ѳ (a, P) Atunci soluția banală a sistemului ( ) este uniform asimptotic stabilă Teorema Se consideră sistemul â (t) =f [t, x(t + s)] + R [t, x(t + $)], ( ) unde f [t, ] = R [t, ] = , f și R verifică o condiție Lipschitz și în plus TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE lim B[t, + s), У (t + «)], unde f(t, , ) = g(t, , ) = Presupunem că soluția banală a sistemului ( ) este stabilă în raport cu componentele x, deci că există (e) > cu proprietatea că || tQ Presupunem în plus că soluția banală a sistemului z(t) = g [/, , z(/+ $)] este uniform asimptotic stabilă Atunci soluția banală a sistemului ( ) este uniform stabilă Dacă în plus stabilitatea în raport cu componentele x este asimptotică, deci dacă există > și T (e) astfel ca || , | # (/, л-+о+ И Notînd V' (/) = V [Z, у (t - s ; Zo, Ф)] se obține de aici, dacă ІІФІ!, II ФІІ suficient de mici (atunci к e suficient de mic), lim sup V + b SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT De aici se deduce imediat II у {t + s ; t , a (II ф II), ] = , a(r) continuă, monoton crescătoare pentru r > , a ( ) = ; ° I T p, T ] - V p, ф)] T ~b , ф) + й Fp, x(t + s; t , Atunci soluția banală a sistemului ( ) este integral stabilă Consecință în condițiile din teorema , soluția banală a sistemului ( ) este integral stabilă, dacă soluția banală a sistemului ( ) este uniform stabilă Teorema Dacă funcționala V din teorema precedentă verifică în locul condiției ° condiția ° lim sup ж ~b , о+ h ^-c(\\x(t + s-,tQ, și Vi} (/) mărginite pentru z> astfel ca т) , (t, s) = )j( (t, - (Z)) = pentru s + fi (*)• j=i t=i i-i Dacă funcțiile t]{, sînt absolut continue, se obțin sisteme de forma &І ( = s Г а» x>+«)ds + fi ( - = J—ao în cele ce urmează sistemul va fi scris sub forma matricială aJ (Z) = x (Z + s) ds v) (Z,s) + f (Z), — (t — a) • a și apoi, prin inducție, I T*+i (a, Yk (a, I MI ~Yk ( , t) Yk-i ( , d Ja o a)M = ^+ (f-a)t+ (a + )! Din această evaluare rezultă convergența uniformă a aproximațiilor succesive și deci existența soluției sistemului ( ) Cu evaluări de același fel se verifică și unicitatea soluției TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Din convergența uniformă a șirului rezultă că limita Y (a,t) este continuă în raport cu t și cu variație mărginită în raport cu a Vom prelungi pe Y (a, t) pentru a > t punînd Y(a ,t) = pentru a > t Fie acum x (i) o soluție oarecare a sistemului ( ) Avem #(a)=( »(a -s)dsv] (a,s) +/(a) —oo înmulțind această relație cu Y(x,t) și integrînd în raport cu a de la g la t, obținem + J / («) Г ( — | Y (a",t) | — Ves»vC, V > ViS (t) Fie a' a') d, ) (a, s — a) I T (a,O | da Alegem pe So destul de mic pentru ca V So er « deci o |r« t)\ >— \Y(^',t)\-~CV^>^- |Г(а”,і)І -CPeF О О Rezultă în definitiv în toate cazurile că dacă | a' — a" | ^- |Y(a",t)| - ѴС&У Să presupunem acum că afirmația lemei nu ar fi adevărată Atunci există a„ și tn, astfel ca n Din ( ) rezultă că șirul {in} este nemărginit într-adevăr, dacă tn \ |Y(a,Ulda>\ | Y (a, te) | da > — | Y (a„, tn) | - Jo Jan - es«F CV> — n - es«F CV, ceea ce este contradictoriu TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Dacă {an} nu este mărginit, avem >C" |T (a, | da > C*" |Y(a,U|da>-^- | Y(an,U|- Jo Jan- - es«F CV > — n— C s«r Din nou am ajuns la o contradicție, în acest fel lema este demonstrată Lema Dacă sistemul ( ) satisface condiția lui Perron, atunci St | X (t, a) | da o Demonstrație Conform lemei soluția sistemului ( ) determinată de funcția inițială nulă pe semiaxa t este dată de formula x (t) — { f X (t, a) d a Jo Deoarece sistemul ( ) satisface condiția lui Perron, rezultă că pentru orice funcție continuă, mărginită,/, funcția \ / (a)X (t, a) da este mărginită J Pentru t fixat, considerăm operatorul U(f) care aplică spațiul Banacb al funcțiilor vectoriale continue /, mărginite pe semiaxa t > , în spațiul vectorilor numerici, definit de U(f) = {f (“) X (*, оо Deoarece sfera ||/ || / , SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT rezultă, prin trecere la limită, io f (a)X(t, a) da ° Jo o Din Jo fk,n (a) X (t, a) da oo Pentru g > i avem relația î'(i;/ ) ф) = ф)-^ (*>c) +\ ®(»> фИЛ j(a,e—a)X(i,a)da J— OO Jo Fie £(g, s) = ( ) (a, s — a) X (t,a) da o Avem rt i x G ? ф) d cr = \ xțs ; t , cp) A? (/, a) da + ' J^o pt + \ da */^ X (s tQ, cp)d, £(q,s) x (a ; țQ, (?) X (/, a) da + p/ pi rt rt + \ * , ?)d,\ C (cr, s) da +\ x (s;tQ ?) d \ t ( ) (a, s — a) X (/, a) da = \ (a - ‘to p l • t + т și s MC+ ^i ііфіі + M || || = > ііфіі deci M ~ fo Fie/(/,^,t?) definită și continuă pentru toți și C t / ІЛ Ф ( , sup ф (s)] și ($) -ф (Z)} Avem £> , > > ф (£) și propoziția este demonstrată Propoziția Dacă, со' (t) [t, со (/), sup со ($)], pentru tQ^ t )• Lemă Dacă f (Z) — a j(Z) + £ sup /(a) pentru Z >-Zo și dacă t— a > ( > , atunci există у > si Jc > astfel încît f(t) C &e—Y(‘~( t Demonstrație Pe baza propoziției rezultă că f (t) у (t), unde y(t) este o soluție a ecuației y' (Z) = — ay (Z) + p sup у (a) (*) l— care pe [Zo — t, Zo] este mai mare decît f Să observăm că, у (Z) = fce— este soluție a acestei ecuații dacă — у = — a + p eYT într-adevăr, sup y(c) = fceYT e—Y((— t— și y' (Z) = — yX;e—Y( — Dacă a > p, funcția oo, deci există г = у > pentru care funcția se anulează Rezultă că dacă a > p, există у > astfel încît ^(Z)=Ă:e—Y io- > sup f(t), rezultă pe baza propoziției că/(Z) Să notăm ^(t) = (V(t)x(t),x(t)) Din x|®«)l ₽ conduce la t L (Lt + B ) și к > astfel încît f (t) C fce—Y(t^o> pentru t > iodeci к |ж (i)| pentru t t , ceea ce arată că soluția banală a sis-I X ternului ( ) este uniform asimptotic stabilă Să observăm că presupunînd derivabilitatea matricilor A și В am fi putut continua calculele punînd în evidență și termeni de gradul al doilea în t, ceea ce ar fi condus la evaluări mai bune Reluăm acum aceeași problemă fără a mai folosi funcția Liapunov Să considerăm sistemul x(t) = A + £ Bt(t)x(t — и v ) i = l și sistemul obținut pentru pi = к x(t) = A(t) + £ Bi(t) x(t) ( ') ( ') TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Presupunem că soluția banală a sistemului ( ') este uniform asimptotic stabilă Dacă U(t, s) este o matrice fundamentală de soluții a sistemului ( '), avem deci | U (t, s) | Ke~«»-*> Fie x(t) o soluție oarecare a sistemului ( ') Avem k c* x(t) = U(t, ) ж( ) - £ \ U (t, s) Bi(s) [»(s — (xtJ — »(s)]ds i = l Jo Fie т = max Tje Pentru t > vom scrie i x(t) = U(t, )я( ) + у] ( U(t, s) Bi(s) [a?(s — [xtJ — #($)]ds * i = l Jo + ș U(t, s)BJs) [®(s — [ЛТ«) - ®(s)]ds i=l J { T Pe baza inegalității ( ) avem pentru C s [іт putem scrie p— цті Г —ІхтіГ k x(s— (jltJ — x(s) = \ a?(ti)d(i = \ J ( , care veri- fică aceleași condiții inițiale ca și x(t) pe [—t, ] Fie fT(t) = pentru —T C t T sistemul omogen, rezultă că w și descresc exponențial, deci putem aplica formula din teoria transfor-dt matei Fourier Am notat cu w respectiv /T transformatele Fourier ale lui w respectiv f Din sistemul de ecuații pentru w rezultă, aplicînd transformata Fourier, iaw = Aw - e~іш~ Bw + lfT e~i“T de unde se deduce w == — (A - е-‘“т В — i ыЕ) e—іыт /г Inversa matricii (A - е^'“- В — i ыЕ)" există deoarece am presupus că spectrul ei se află în semiplanul , obținem / (T) C Pe de altă к parte, x(T)=CT(c, - ^J[u( ( ] + к dt j ftl O = k \ IC J IC Bezultă Л \ G (t)dt -î\ /(°)dG ^g ( ’), deci putem scrie inegalitatea Й fr ^-g (T) + â \ G (i)d oo Teorema Dacă ecuația det (A - e—Хт В — XB) = are rădăcinile în semiplanul X — a astfel încît — + + i w g) e~*“T (c, (A - е-™тВ — > O, к atunci oricare ar fi funcția f cu proprietatea că există și Л t Fie x(t, - —t și care pe [—r, ] coincide cu • —t, deci pentru t — = х(ы, - s, dacă și numai dacă V t, rezultă , deci z ( r Sistemul omogen corespunzător se scrie x(t) = A(t) x(t) + B(t) x(t — r) ( ) Sistemul adjunct sistemului ( ) va fi y(t)= - y(t)A(t)-y(t + ^)B(t + r) ( ) TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Teorema Dacă sistemul ( ) admite soluții periodice de perioadă со, atunci (“y(W)dt = Jo pentru toate soluțiile periodice yțt) de perioadă ы ale sistemului ( ) Demonstrație Fie xțt) o soluție a sistemului ( ) definită pentru i — t și у țt) o soluție a sistemului ( ) definită pentru t + r Pentru ) / C = ф ( — т) ф ( ) + ф (?) В (С + т) ф (C) d£ Această operație este evident biliniară Să punem în evidență următoarea proprietate fundamentală , N (a) > = > ( ) Fie К (a) — Avem =K(-t)N( ) + ^° К (£) В (£ + r) N (£) d£, K(x) =H-r)M (а,О) + Г L(l)B{l + x)M (a^)d^ TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Rezultă ro r° W) + \ r° L{— т) M (C, ) -L (tj) В (tj + -T) (£, ]) ]) в ( ) + ^г) -M" (— T, ]) ( ) d ) + z ( )) В ( ) + -T) \ Jf ( , ))B(C + T)y( )d^ d j=Z(-T) Jf(-T, )^( ) + ro + t M^, )Ba + r)N (^)dC ro + \ Z(t]) В(т) + t) + Jf(-T,T))jy( ) - ro + > (?, ))B(? +T)^(?)d^ d )= > Relația ( ) e demonstrată Considerăm ecuația = x (s) Căutăm soluția sub forma ?(«)=£ X‘ ф (e) i= înlocuind în ecuație și identificînd coeficienții puterilor lui X obținem • SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT De aici rezultă ІФ« («)l Verificăm prin inducție formula Фі («) = , unde A; (s, ]) = într-adevăr, avem Фні (s) = = = = « («, a), (a, fj) >, X h) > = • Notînd Г ( , ]) = YlKl (S , ]) rezultă că soluția ecuației ( ) pentru X = se scrie ф (s) = x («) + Fie acum ecuația ^(s) — Хф(—t)K ( ,s) — X^ ф(т))В(т) -т)Кі( ), s)d ] = x (s) ( > care cu notațiile adoptate se scrie Ф (s) — X = \ (s) Căutăm din nou soluția sub forma Ф (s) = £ X‘ (s); j = obținem фо(«) = X («), Ф«( ) = Ca mai sus se arată convergența absolută și uniformă a seriei dacă ^ e destul de mic și X = și prin inducție se obține Фі (s) = , unde (t),s) = TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE în definitiv, soluția ecuației ( ) pentru X = se scrie ? (s) = ^ («) + unde П ), «) = £ К; (Т), s) Z = Demonstrăm prin inducție relația =-^ (■»),«)• Avem A (ѣ s) = = K (tj, s) Presupunem egalitatea adevărată pentru j l Avem ■K, (tj, s) = =K, (tj, s) = = = deci -fo+i (*), s) = = = > = = , (P, s) > = = = = KI+ ( ),«) Bezultă astfel că Г (tj, s) = Г (tj, s) și soluția ecuației ( ) pentru X = se scrie ?(«) = X(s) + Ecuația = F (s) Deoarece X (со + s, tj + f) este uniform continuă în pătratul — t C ) C , — t s = F («) к deci ?(«) — — = -F(«) к sau ?(«) — ])> = S ak («) + F (s) к Notînd = x (s) deducem și obținem pentru x(s) ecuația x(») = X ak («) >+-F( ) (“*) к sau x(«) =S “*(#)[ + >]+-F(«) = к = X Л* («) [ + ),а)>,х(а)>]+-г,(«) = к = Xa* , x(a) > +-p(«) к deci, în definitiv, X («) = £ak («) + F (s), к unde bk («) = bk (a) + Rezultă de aici că X (s) — F (s) ='£i\kak (s); к înlocuind în ecuația (***) se obține S ^k ak ( ) = S afc ($) • к к i TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Ținînd seama de faptul că vectorii ak sînt liniar independenți deducem ^i ~ S ЧкіЪ + fkf ( ) unde Yt, = , fk= Sistemul ( ) are soluție dacă și numai dacă Yifk Hi = ( ) pentru toate soluțiile sistemului Hi = Ș Yii И, • ( ) Deoarece sistemul ( ) este echivalent cu ecuația în iar aceasta e echivalentă cu ecuația sau ?(s) = = £ bk (s) i Punînd Ф (s) — = x (s) obținem ф(«) = X (s) + , ceea ce ne conduce pentru / la ecuația X (s) = £ ,«i(«)> bk(s) к care se mai scrie x («) = S • SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT Soluția acestei ecuații va fi de forma X («) = s H* bk (s) к și înlocuind în ecuație obținem S Hfc ^k ( ) = S b* к к j de unde, ținînd seama că vectorii sînt liniar independenți, H* = ș Y#t Hi, Xjk = • ( ) j Verificăm egalitatea = y,fc Avem Y#* = > = + + > = + + ,at(a)>= , (vj), Г(т), a)>,aJfe(a)> = = = y,t Rezultă că sistemul ( ) coincide cu ( ) Condiția ( ) se scrie [ , = , sau, ținînd seama de expresia lui bk, X H* ,-F (a) > = к Dacă verifică sistemul ( ), avem X H* bk («) = X (s) к deci condiția ( ) devine + ,Г(а)> = Dar X (а) + + ? (a), și obținem în definitiv condiția = Am ajuns astfel la următorul rezultat: condiția necesară și suficientă ca ecuația = , pentru toate soluțiile © ale ecuației ( ) Ținînd seama de faptul că (s) = JT ( + s, а), / (a) da Jo TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Și ? («) = Ф (s + T + o>), condiția se scrie Ф(“Д X (o, a)/(a) da + ( ф (?) + т + со + tj, deci Х(ы - tj, a) = , deci în ultima integrală putem înlocui pe a — со cu —т și condiția se scrie ф (co)( X (со, a)f (a) da -f Г ( ф (tj * т - со) В (?) - 'О Jo L j-т - т)Х (со - ), a) d )j/ (а) da = sau Л со Г рсо+т Ț \ ф ( și s , s - t) , dacă r avem s — - т și t) (a, — a) = deci în definitiv ж («, cp) = Jo Definim operația = ,^(a)> = ,^(с)>> ( > Fie K(a)= , P(₽) = Avem Z(cr) = Z( )lf(-T,a) -j° -b(Y)dr^° -т,у-^-т) Jf (^o)d^ ,A(c)> = N(o)> =K(O) V(-t) - - (° ^(Y)d-T t)(C + t,y- k-t)N^)ik = Z( )Jf (-T, ) -\ b(r)dY r° ) ,(* + SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT Z( )> (- ", Y) + (•O fO fO + \ Z(£)dA T)( U,Y)d dY\ )(a + - t, у — a — t) N (a) da = L ( ) Л£(-т, ) V(-t) + po po +\ M( — -t, Y)dr\ ](a+T, Y~ a т) Л" (a) da + p p + \ Z(T)dY\ )( + t,y - ( , )JV(-T)d^ + + po po po \ L(ț) (y))tf(-T)dC + + ^° Z(^)dA° )(^+t, î;- lf( ,Y)dY^ )(a + + t,y - a-T)JV(a)dajd? =Z( )P(-t)+^° Z(C)d^° t)(£ + + t, -t) >(С, ) У(-т)+^° Jf(^,Y)dY^° >!(« + + t, y — a — т) (a) da i d^ = Z ( ) P(—t) + Z(Qdț^ ■»],(£ + + тД- £-T)P(i;)dC= = = > Relația ( ) este astfel demonstrată TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Considerăm ecuația ф (в) — X = X ( ) și căutăm soluția ei sub forma Ф («) = S Ti (s) i= Se capătă Фо («) = X (s), Ф Ki ( s) > De aici rezultă că dacă | Kr | e suficient de mic, seria este uniform și absolut convergentă pentru X = Avem Ф (s) = ( , Фі («) = unde Kt (a, s) = într-adevăr, Фі+і(«) = ( = ,K, (g, в) > = = = «) >• Notînd Г (oc, ) = (ос, в), deducem că soluția ecuației Ф (s) — = x (s) se scrie Ф (в) = x («) + Г (g, в) > Considerăm acum ecuația Ф (s) — X = x («) și căutăm soluția sub forma Ф (s) = £ X фі (s) і= Obținem фо(«) =x (s), Фі (s) = Ca mai sus se deduce că seria e uniform și absolut convergentă pentru X — dacă | | e suficient de mic De asemenea Фі(«) = ос), x(oc) >, фі (в) = , unde K( ( , a) = SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT într-adevăr, фі+ («) = = > = = , x ( )> = • Bezultă că soluția ecuației ?(«) — = X («) -e dată de Ф («) = X («) + , unde f (s, a) = £ (s, a) Dovedim că («, a) = («, »)• Avem A («, a) = = K (s, a) Presupunem egalitatea adevărată pentru Atunci Kt (s, a) = = K,( , a) = = = ■Sj+i (s, a) = = = Y)> (Y, ₽)> Лі( ₽, = Y) (Y, ₽)Л ( , «)> > = = = = ^ + F ( ) , deci Ф( ) = +F (s) fc Bau ф( )— = £ Ьlfe( ) +F(s) к TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Notăm = X (»); obținem Г (g, ) >, de unde deducem pentru x ecuația X («) = £ , ak (cr) > bk ( ) +'F (s) к sau X («) = X { «fc (« > + > } bk(s)+F (e) (*) к Notînd a* (a) + = ăk (a), obținem X («) = £ ăk (cr) > bk (s) + F ( ) к De aici deducem X («) — F («) = X Xfc bk («), к și înlocuind în ecuația (*), obținem £ X» M«) = E bk ( ) + X bk (e) к к i к de unde X* = £ YMX# + fk, fkj= , i h = ( ) Sistemul ( ) are soluții dacă și numai dacă = ( ) к pentru toate soluțiile sistemului = ( ^) i Deoarece ( ) este echivalent cu ecuația în x (s) iar aceasta e echivalentă cu ( ), rezultă că ( ) reprezintă condiția necesară și suficientă pentru ca ( ) să aibă soluții, deci pentru ca sistemul ( ) să aibă soluții periodice Ecuația ( ) se scrie Ф ( ) = - cr, + t), (cr) > , deci Ф («) = , к SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT sau Ф («) — = S «fc («) к Punem Ф («) — = X («) și obținem ?(«) = x(«) + , de unde deducem pentru x (s) ecuația X (s) = Xa* > = к = X a*W { + « bk ( , X(a)>) = к = X M«) > к unde bt(a) = Ma) + Rezultă X (*) = X ttk к și înlocuind X Iх* ak = X ( a) > ’ к к i deci P* = X Yw и,-, unde Yw = Avem = yjk într-adevăr, Yw = , a,- (a) > = + + > Y« = = > = = • (®) > + > Rezultă că dacă verifică sistemul ( ), atunci ?(s) = X(s) + , unde X(a) = X H*a*(«) verifică ecuația ( ) și reciproc TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Mai departe, SA и* = E = S Hi > = - к + > = * + > = Bezultă de aici că ( ) se scrie = , pentru toate soluțiile ecuației ( ) Avem = ( / (a)X ( = ( /(а)X ( - J O J— ) Ф(С) =( / (а) у (a) da, Jo SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT unde у este soluția periodică a sistemului ( ) determinată de funcția inițială ф Am obținut astfel următoarea teoremă: Teorema ' Sistemele ( ) și ( ) au același număr (finit) de soluții periodice de perioadă ы liniar independente Condiția necesară și suficientă ca sistemul ( ) să admită soluții periodice de perioadă со este ca f (a) У (“) da = pentru toate soluțiile periodice у (a), de perioadă coaie sistemului ( ) § TEORIA STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE PERIODICE CU ÎNTÎRZIERE Ne propunem să studiem problema stabilității soluției banale pentru sistemul ( ) în cazul cînd matricea ?)(/, s) este periodică în t cu perioadă CO>T Fie x (t, t , , t , astfel ca pentru orice N natural și orice t > să avem ll^ + a e, || și e > astfel încît pentru orice N natural și orice t >- să avem va rezulta stabilitatea asimptotică uniformă După cum am mai văzut, operatorul Uta +и, t, este compact, dacă to > т (am arătat acest lucru în cazul t = , dar demonstrația e aceeași și în cazul general) Pentru orice operator U, valorile X cu |X | > || |] nu se află în spectru, deci pentru orice X din spectru avem | X | C||I ||, deci I l-C IIUN || și din || UN || С M rezultă | X |N M pentru N = , , ■ceea ce implică | X | )~P x(t-\- —?)• Pentru s = tQ obținem cp) = pâ?(/, ?cp) • Reciproc, dacă există o soluție de forma a?(t,/ ? )? cu proprietatea (Г(/-|-СО, , cp) = pâ?(/, ^o,cp), atunci p este valoare proprie a lui I fo+co,« într-adevăr, egalitatea scrisă devine pentru tQ — x(s + co; Z ,cp) = pcp deci Ut + astfel ca pentru orice tQ multiplicatorii sistemului să se afle în e Dacă există г > astfel încît pentru orice tQ multiplicatorii sistemului să se afle în cercul |z | — s, atunci soluția banală a sistemului este uniform asimptotic stabilă Dacă multiplicatorii sistemului se află în cercul \z | î, celor de pe cercul \z | = corespunzîndu-le divizori elementari simpli, soluția banală a sistemului ( ) este stabilă TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Considerăm sistemul ( ) cu /( sistemul ( ) cu — g(t) admite o SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT soluție de forma h (t), cu Л (t) periodică de perioadă - nu sînt multiplicatori ai sistemului ( ) deci multiplica- torii sistemului ( ) se află în cercul | z | t, Y(t,t) = E Ecuația ( ) este de același tip cu ( ) și rămîn valabile proprietățile de existență, unicitate și regularitate formulate relativ la soluțiile ecuației ( ) Avem rt pt pt rpo i \ x(a )Y(a,/)da=\ л?(а)А(а) Т(а, /)da+^ \ л?(а+$)dg тц(а, s) lY(a,/)da Jo Jo Joi — h(p,a-p)-A(P)]y(P, «)dpj TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE și ținînd seama de ( ) (** x (/) = x (cr) Y (cr, t) + \ x (s) сЦ \ vji (a,s — a) Y (a,/) da J QO Jo Dacă X(t,c) este o matrice ale cărei linii verifică sistemul ( ) și condițiile X(a,c) — E, X(t,a) = pentru t 'р) = ?((о)^(Мо)+\ = Lema Spectrul operatorului se află în cercul | ( +tP), unde M = sup | M{a, s) |, V^V(t), c s £ [f — P«)= V ^(t, ) =—T Demonstrație Soluția ecuației + X (s) SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT poate fi căutată sub forma ф(«) = sx ) (а -т, p,+ — i X-T Ho — a — т) M (a,s) da — \ t)j (a +t, p,• — a — t) Jf (a, s)da | = Л,—- f ft+ —a—t)—T)i(a -T, p,-a— т)] M (a, s) da | , admite un invers pentru! XI ( +тУ) pentru |p|> M ( + rV), operatorul pI—U are invers, deci spectrul operatorului U este în cercul \г | , , ; dacă avem К (a, s) = î(a,s) + +- f (a, s) și dacă = atunci = g-IJ^m- Demonstrație Fie X astfel încît — € ; există Avem = TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE = — Х =—Х + * Х , M (c, s)> = = — X ,-Jf (®,s)> = Rezultă că ecuația ф(«) — X = are soluție neidentic nulă, deci — g Dacă — g aL, atunci, conform celor de mai sus — gcK Dacă i există X XX Ф ( ) astfel ca Ф ( ) = X -/( ) Atunci Ф(s) — X =ф(в) — Х —Х = =/( ) —Х * X , M (a,s) > = = f (») — *■ , M (a, ) > = = /( ) -X = deci — g aK Rezultă С - z(«) are soluție f (s); pentru acest f, ecuația Ф (s) = X -/(s) are soluție ф Avem ф( ) — Х =ф(в) — Х — Х = = /(s)—Х -Х = = /( ) — X , (®, ) > = = /( ) — X =X( ) deci pentru orice x ecuația Ф (s) — X = x ( ) SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT are soluție, ceea ce arată că — £ С gk Rezultă C - a'), X (t, a') Y(t, t) — X (g, a') Y(g, t) = X (a, a') da Y (a, t) + o r« г д C* \ —X(a, a') Y(a,/)da=\ X (a, a ') da Y (a, t) + Jo a Jo X(a, a') A (a) + po C* + \ X(a + s, a')d, V)! (a, «И Y (a, t) da = \ X (a, a') da Y (a, t) — J—ao J JO JT(a,a')da( A(P) Y(p, f)dp+f ( X (y, a) dY тц (a, y — ’o Ja Jo L J— oo — a) Y (a, t) da = ( X (a, a') dx Y (a, t) — ( A (p) Y (Ș, t) d( + Jo Ja po pt pt pt + \ -^(Y,a')dr\ a) T(a, da + \ A(y, a')d-A >)i (a, у — * — QO Jo Jo Jy — a) Y (a, t) da X(a, a') da Y(a,t) + Ъ (₽, a — ) — — a) Y (a, t) da = po pf = \ A(y,a') dY \ ]i(a,y — a) Y(a, t) da —oo Jo Rezultă X(i,a') = X (g, a') X ($,g) + ( -T(y, a')dY^ iQi(a,y — a) Y(n,t) da De aici Х(ы + s, a + т) = X (G,a + т) X ( +e)d J— QO Jo Avem t — t a + т este sigur verificată dacă g >- -t; condiția g este sigur verificată dacă t + т și g = f + t Vom presupune deci t și vom lua g = t + t TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Obținem formula, X( + «) «Ц '-ao Ло + Т Pentru у Y — ) = deci formula poate fi scrisă X(w + s, a + t) = X(i - t, а + т)Х(ы -s, «o * t) * -C’+TX(y, a+ T)dTr \ (^ y — ?) Y(ț, Xf(a, s)=( X(y, a -t) dY( тц (£, у — £) T(£, = Demonstrație Pe baza formulei ( ) avem Х(ы + «, a + t) = L(a,s) - M(a, s) deci = = = — Avem deci de dovedit relația = Avem = L(a, / )X( = L(a, i ) L(t — t, s) + V Z(a, y)dY\ тц(£ ~ J * t)dY^ iqi( + - t, y — С — т) X (« - t, - т) X ( h( + t, у — X)-T T — c — т)Х($ + t, £ + ?)dC Х(ы + , t + t) Ttămîne astfel de dovedit relația ( Х(ы + y, t +T)dY( v)i(£ + t, y — ț — t) ( X(p, £ + Ao—T Ao-T + t) d ( ₽ — О У(К, + e)d£]dC = X (t + + s) dc t, A +t Avem C* Z( + + t + M + T)dp>)!( + Лв -т L J - +C + M + J Л -Т d£ + :)Ă(? +T)lj’(?,e)d^ — (’ [C X( * J + s) + -£) Y(£, G)+ )ddd£=\ ^(P,Y)d \ Q T(î> + e) dC- •/^o L • T - ț) Y( « + s)d£ Ц - C°+T Г C° A ( X (p, dd dp (“+ ‘ Th (£, P - £) YK, + )ds J ' ]i( + t,y- £ )Y(C + T,p)dC Jt —r deci T(Y, p) -C° J?(C)Y(C,p)d^ + f + *)dC J«o+t nu depinde de y- Lema este demonstrată SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT Lema Dacă L (a,s) este ca în lema , spectrul operatorului coincide cu cel al matricii X (t + т ~ = = = X ( X ( ] X ( Reciproc, fie p o valoare propria a acestei matrici; atunci există a = O «are verifică ecuația a [ț>E — ] = O, deci Ф (s) = — aX ( Dacă det X ( )i(a, g— \+t — a)X(w - s,a) da Dacă detX (w + s,t + t) = , există а Ф astfel ca а X ( Avem —X Go+ ^ + T) *( , tQ + т) X (t + t, tQ) — No+T ffo+T Г® — \ X (t + co,/ + т) A țt) Y (/, tQ + t) dt — \ \ X (t “ “ s? ~ \ \ LJ-oo -T)dgiQ (f, ) Y (t, tQ x) dt = X (/ + T + > tQ “ t) — X (tQ “ + - т) X (f - t, tQ) — \ X (t + со, / - т) A (t) Y (t, t ~ t) dt — X /•$o Г T — \ X (со + «; t + t) dM\ ) (t, и — t) Y (t, t + T) d« — J — QO C«o+t f«e+T — \ Х(ы + и, t + т) du к )! (t, и — t) Y (t, t + t) dt = J« = X (t + t+ , tQ “ T) dtt \ A (t)Y (t, tQ + ^) dt Jt Ju f'o f*»+T — \ X (со “ “ T) dw tqi (£? t) Y (t, tQ x) dt T «io rt+T f«,+ T — \ X (со “ “ T) dM \ tqi І) -^(^ “ T) d/ X X Rezultă C ^o) " + ( X (to + u, t + t) du( + £ — т)Т ( în defintiv , unde M e ca în lema , se află în cercul \z |C —г Demonstrație Pe baza lemei spectrul operatorului se află în cercul | z | a -т) dY ( т)! (P -t, у — p — t)Z ( - , ₽ -t) | Y — ₽ — T)-^ (“ - , £ - r) d£ astfel încîtpentru orice tQ^> și orice n natural să avem |Л?(/ + т + со, tQ+r) | , soluția banală a sistemului ( ) este nestabilă TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Demonstrație Pe baza formulei ( ) avem Ut,+a l, = iar din formula ( ) deducem X (со + s, a + t) = L (a, ) + M (a, s) Din lema rezultă = Din lema deducem că spectrul lui Ut^,^ este egal cu g£ м gm Din lema rezultă eă g£ coincide cu spectrul matricii Xțt - т + со, t - т) iar din lema rezultă, tV fiind suficient de mic, că gm e în | »| , rezultă că ? (,+a t - т prin condițiile xțt, t +x) = pentru t C t t Demonstrăm că dacă soluția banală a sistemului x (t) = A (t) xțt) + В țt) xțt — x) ( ) este uniform asimptotic stabilă și \ {| C țt) | + | D țt) |} dt este suficient Jo de mică, atunci soluția banală a sistemului ( ) este de asemenea uniform asimptotic stabilă Fie t ('+ >,lo operatorul atașat sistemului ( ), ЭД'+и (о operatorul atașat sistemului ( ) Din cauza ipotezei făcute asupra sistemului ( ), spectrul operatorului U't'+a t„ se află în cercul | z | " = M" (tQ - T, s) (Zo) + C* Jf" (s) В ( + X-T r) '= Jf'(« -T, ) '(^,s)[B(C -T) -B(^ - -T)] cB ^ N Ф M M Ф cB H Ф cB § I Ф Ф V/ V/ S Pi Ф I bJD Dacă t C‘+T+“(|O(a)|+|D(a)|)d а = г Г(|( (а) | +|D(a)|)da Ло+Т Jo și se vede că dacă \ (| C(a) | + | D(a) |) d а e suficient de mică |Х'(/ -т-І-Jo + (B + D)eTU+c> = K | Jf"(a, s)- s)| ( + т (В + D))*- Кг (“ (| С(а)| + Jo + |D(a)| )da+ [ -т(В + В)] - еіт eT J“ |D(a)|da deci |Jf"(a, ,s)| " — ' I т și are proprietățile din § Teorema Dacă pentru [i = sistemul ( ) admite o soluție periodică xQ (/), de perioadă со, astfel încît sistemul în variații corespunzător nu admite soluții periodice de perioadă со diferite de soluția banală, atunci există [л > astfel încît pentru | и I TBORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Demonstrație Deoarece componentele lui f sînt diferențiabile putem scrie f[t, xțt -e), ] — f[t, xoțt -s), ] = A [i, ®( - ; -«; ф , И) — — »( ) este soluția sistemului ( ), sistemul în variații corespunzător soluției x (/))• Operatorul Uo este complet continuu (compact) după cum s-a arătat în § Deoarece prin ipoteză sistemul ( ) nu admite soluții periodice de perioadă ы diferite de cea banală, ecuația ф— Uo Ѳ astfel încît pentru I И I r Presupunem că sistemul liniar y(t + s) «) ( ) nu are soluții periodice de perioadă astfel încît dacă | [i | qk Sistemul ( ) pentru p = admite soluții periodice de perioadă (t)dt = ,j = !, &, sistemul în X, admite soluții Proprie-Jo tați simple din algebra liniară arată că există o soluție și numai una care verifică o evaluare de forma |X | max \f, |, unde depinde numai de yj;, deci de sistemul ( ) Ținînd seama de expresiile pentru/,, rezultă o evaluare de forma | X{ | iC K sup | / , unde K depinde numai de sistemul ( ) Rezultă de aici că există / (s) unic admițînd o evaluare de forma ІХ (s) | : - o pentru a, = a£, И = , astfel încît pentru Іи I (н)]^ ( + И [®І+ ( — ( - * Ținînd seama de felul în care au fost alese soluțiile (t) rezultă |«i+i ( И, M P G + s) + X РіЗ>і ( *> Pi+ > •••> Px) i = £ |- • (f + ) (/ + )] dxp д(Ъ, , Rlk) dx d(Pi,« • - ,Рі,- • -,Pfc) £ fiind un operator liniar Deducem bt- c Să presupunem că sistemul generator obținut pentru p = admite o familie de soluții periodice de perioadă со Fie xQ (/, h) această familie Sistemul în variații —= fu [Л ^ M, ^ G ] У ( " At + Л [t, Xq (t, W xQ(t — hQ), O]y(t-T) ( ) admite soluțiile periodice într-adevăr, din dh x (t, Л), x (t - T, Л), ] dt rezultă x (t, Л) =Л [t, x (t, Л), x (t - ъ Л), ]-Ж°(-; V- + di dh dh +f [t, x (t, Л), x (t - x, h), O]ga?o( o Demonstrație Scriem sistemul ( ) sub forma ^^ = fo[t,x(t),x(t - t)] + Mt, x(t), x(t — t)] + di + [x /a P, ®( , ® (t — r)] + unde, evident, / (i, u, v) =f(t, u, v, ), fi (i, u, v) = Л (i, и, V, ) Căutăm soluția periodică sub forma X (i, [x) = x (І) + [X»! (І) - țX Xz (І) - SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT înlocuind în sistem obținem = ® (Z), ® (z-T)j, at da?* = /ou P, ® ( , (t — t)] Xi (t) - fOv p, x (Z), x (t — T)] хг (t — T) + * fi P> Xq (Z), Xq (t t)], • = /qu [Z, Xq (Z), Xq (Z т)] X (Z) + /oo P, Xq (Z), Xq (Z t)] X% (Z t) ~|- dZ + fu P, Xq (Z), Xq (Z — T)] Xr (Z) + [Z, Xq (Z), Xq (Z - t)] (Z - t) + “ fi Pl Xq (Z), Xq (Z t)] și așa mai departe Alegem x (Z) = x (Z, Ло) Deoarece P, (Ло) = , j = , k, există soluții periodice ale sistemului care determină pe жх (Z) Aceste soluții sînt de forma > P) -X P,( = ^o(W- ,=i dk, Pentru ca sistemul care determină pe TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE | pl (t) \^K K L, S | p, (*) I r Fie ( =/»[? ( , P(t — t), ], В (t) =fv[p (i), p(t — t), ] Sistemul ( ) = A + B(t) z(t - t) di este sistemul în variații corespunzătoare soluției p(t); el are coeficienții periodici de perioadă И), И], Ѳ (и) = T ’ * И» (и) Dacă х е periodică de perioada Punem y(s, p ) =p(s) + pO- Rezultă -^-р(#) + |х-^-г(», h) =/[P(«) + h), P(s — Ѳ) + [xz(s — Ѳ, [Л)>и] + ds ds + Ha f[p(s) + [xz(s, fx), p(s — ) + [xz(s — , jx), fi] = = flP(s),p(s - ), ] + p f'u [p(s),p(s - ), ]« (s, [x) + + P-Л tP (s), p (s— Ѳ), ] z (s — , jx) + нЛ lP (s), p(s — ), ] + + ^f[p(s),p(s- ), ] + txO((x) = f[p(s), p(s-z), ] + + vfu [P (s), P(s - t), ] z (s, [x) + V-fv [p (s),p(s — t), ] z(s - , [X) + + нЛ ІР («), p(s — t), ] - [I a f[p (s), p(s — t), ] + +f[p( ), P(*~ Ѳ), ] -f[p(s),p( -T), ] + [xO([x) Avem f L? (s), p(s — ), ] - f [p (s), p (s - t), ] = = Л [?(«), P(» ] [p(S- )-J>(s-T)] + (|X ) = = fv [p (s), p (s —-t), O]p(s — т)(Ѳ — т) +O([X ) = = -;-И,аТ » W’ P ’ ° / !>(« - T)’ P(s~ t)’ ° + ° (H )- + [ла Rezultă = A(s)g(s, [X) + B(S) Z(s-Q, [X) +F(S) + «(^^(S) + ds + (s, z (s, (x), z (s Ѳ, [x), [x), ( }' unde am notat F(s) [P(s), p(s -t), ] Considerăm sistemul z (s) = A (s) z(s) + В (s) z(s — t) + F (s) + a G (s) ( > Condiția ca acest sistem să aibă o soluție periodică de perioadă ( — ) —z ( —T)] + Jo + нго [«, zo («), «o (« — Ѳо), и]} d« = -Deoarece \ q (s) G ( ) ds = = , 'o această ecuație permite determinarea unică a lui c^(p ) astfel ca lim ax(fx)=a Ц -Ю Presupunem ax(fx) astfel determinat și fie ^(s, jx) soluția periodică corespunzătoare aleasă în mod unic la fel ca mai sus Formăm sistemul Z{ ) = A(s)«(s) + -B( )«(s — t) +F(s) + а ((х)в( ) + + -В (s) [zx ( — , p) — « ( — T, и)] + H# [ , « ( , и), Z (« — Op ( ), [ ], unde X = — - iar este ceea ce devine H cînd а se înlocuiește cu ax + наі Ca mai sus, din condiția ca acest sistem să admită o soluție periodică, de perioadă oo n->ao îi-> atunci z (e, jx) verifică sistemul ( ) Calculele efectuate arată că у (s, jx) = — P ( ) + ( , и) este soluție periodică de perioadă tinde către p (t) în acest fel, pentru ca teorema să fie demonstrată, rămîne să demonstrăm convergența aproximațiilor succesive Avem On+i (s, h) — z„(s, H)] = A («) [«»+i («, h) - ««( «, H)] + ds + В (s) [zn+ (s — T, (X) — Zn (s — T, jx)] - [a„+ (jx) — a„ (jx)] G (s) + + В (s) [zn (s — Ѳ„ , (X) — (s — Ѳя-! , [X)] + -В (s) [«„ ! (в — T, [x) — — (s — T, (X)] + [lHn — [J H Fie bn = sup |zn+ (s, [x) — «» («, h)I, a« = sup | ал+ (fx) — a„ ([x)| Atunci rezultă bn Jf an - | jx IJfj - I И I М Ь„ ! * I [x | f a„ ! deci -"C -M'o an + IИ I M (&n-i + Mai departe, din ( ° g (s) {F (s) - a»+i G (s) + В (s) [zn (s — „, [x) — zn (s — t, (x)] -Jo - p-Hn} ds = q («) {F (s) * a» G («) * в (s) [z^ (s — B !, [x) — zn t (s — t, jx)] - + P-Hn- i} ds = rezultă (a»+i- °g(s)G(s)ds = \ °g(s)B(s) [zn (s — „, [x)~«»-i («~ Jo Jo f“o — Ѳ»- , и) — «» (« — т> и) + zn-! (s — T, (x)] ds - [X \ q («) — Я - ] d«- Jo De aici se capătă I ИI bn-î - м I [X I bn ! - M I (X I a„ x deci «» ceea ce arată că dacă | [x | e suficient de mic, convergența uniformă este asigurată TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Evaluările făcute au presupus evaluări prealabile ale aproximațiilor succesive care să asigure că aceste aproximații nu părăsesc un anumit domeniu, relativ la care se calculează constantele M care apar în aceste evaluări Asemenea evaluări prealabile se obțin imediat prin inducție Teorema este demonstrată Continuînd studiul sistemelor de forma ( ) vom presupune că pentru p = , sistemul admite o familie de soluții periodice p (t, cu , ck) de perioadă (cn c , , ck) > t Vom face ipoteza că « (сп c , , ck) admite derivate parțiale continue Acolo unde nu există pericol de confuzii vom scrie c în loc de (elt c , —, ck) Fie (*, c) = fu [p (t, c), p(t — t, c), ], В (t, c) = fv [p(t, c),p (t— x, c), ] Considerăm sistemul = A (t, c) z(t) + В (t, c)z(t- t) ( ) di Avem -^-P (i, c) = f [p (t, c), p (i - t, c), ] di Л p (t, c) =fu [p (i, c), p (t - t, c), ] + dt dt dt + Л [p («, -T’ = A (t, с) A p (/, c) - dt dt + B(t, c)-^p(t - t, c), at deci —p (t, c) este o soluție a sistemului ( ) și această soluție este perio-di dică de perioadă (c) J^LL d (с) dp(t, c) d и) = ( + Ha)/[y(s, С*, н)> y{» — Ѳ( И) SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT Punem y(s, c, y)=p(s, c) + yz(s, C, [x) Rezultă —C C, y) = (l + yx)f[p(s, C) + yZ(s, C*, fi), p(S— , C*) + ds ds + [XZ(S — Ѳ, c , [x), (X] = ( - (ха)/[р( , c), p(s — T, c), ] + + ( - [xa) {f[p(s, c) - (X«(s, c*, y),p(s — Ѳ, C) - yz(s — , C , [x), [x] — —f[p(s, c*),p{ — x, c), ]} = ( - Ha)/Lp(s, C), p(s — T, C), o] - - ( -p-a) M(s, c*) Иг( , c*, h) +B(s, «’) [p-z(s — Ѳ, с , [x) -p(« — , c) — — p(s — T, с*)] + O(«, (s - t, c*), ] - O(fx )} = = ( - (xa)/ [p (s, c), p(s — x, ( unde am notat X, (s, с) = г,- (s, c*) + t В ( , c) zf (s - t, c) Acest sistem admite soluții periodice de perioadă o (s - ) - ° (s - T)] + Jo + F(s, c) + pH + '£lWix de aleasă astfel ca | г*( )| sup {|P( , c*)| + |a(c*> (Al I (Hn - H -J + [X (WF+ ) -W*)Xi deci = A ( , C) «„( ) + B( , c)u„{ T) + ds + В ( , c) [«„^( - ) - «в і( - t)] + Hn - + £ [W”+ -W?]Z; • SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT Fie b„ = sup | ua («) | Avem A = H [s, г" (s), г»- ( - Ѳ), jx], Я, ! = Я [в, г"- (в), г"- (в - Ѳ), [х] deci I Нп — Я„ ! К Д I г» ( ) — г"- (в) I -£ |!гв( —Ѳ) —гй- («—Ѳ)| = = I и IАI «»-і («) I + и IАI «»-і («— ѲХI и Iв ьп-і • Mai departe /•«—ѳ «»- (в-Ѳ)-«п і( -т) = \ un l(t)ăt = +B(t, c) [«„ (t -Ѳ) -«я «-т)]+(Я„ -Яя )+ Ș (Щ -wr )/,} dt i deci — Ѳ) — «B ( — т)К I (X| I аѲ I (A^»- +A^»- + unde am notat IИI = sup IW + — - deci Bezultă I un I I [x I L (bn x - „ * I jx I ₽»-i + P«)> И Ьп I [X I А(Ь»- + &»- + I (X I ₽п- + ₽»)• Constantele jx W" sînt date de sistemul J ’ ф# (s, C) {B ( , c) [g*- ( — Ѳ) — £n~ ( — T)] + H„ !}d + fco (c*) + И S \ Ф# X« d« = i Jo Notînd Ж+ - Wf = v” rezultă ( ф,- Xi d f’ + ( * Ф,- (S, с') в ( , с*) [г" (s — Ѳ) — г"- (в — Ѳ) — — г" (S — т) + Я — (S — *)] ds + ф,- («, c) [Hn — HB J d« = deci f ds + Jo l и J fw (c*) - S \ ds Wt = i Condiția ca Wt să fie nuli se scrie ( Ф,( ,С*)ІВ( , c) — [z(s — Ѳ) — z(s — t)] + НІ ds = Jo I p J Dar z(s— Ѳ) — z( — t) = £-M ( — Ѳ, c) — Zfts — X, C*)] + i + z* {s — Ѳ) — z* {s — t) + p, [/* (s — Ѳ) — £** (s — t)] Rezultă condiția ри * \ ф,( , C) — B(S, C*){£Jf |> ( — Ѳ, C ) — zt( — T, C )] +z (s — Ѳ) — Jo И Н I + jx» ) «intern conduși la о soluție periodică a sistemului ( ) cu proprietățile cerute § SOLUȚII APROAPE-PERIODICE LA SISTEME CVASILINIARE CU ÎNTÎRZIERE Pentru sistemele cvasiliniare cu parametru mic vom indica o nouă metodă de demonstrare a existenței soluțiilor periodice în problema soluțiilor periodice această metodă conduce la rezultate mai slabe decît cele pe care le-am obținut mai înainte, dar avantajul ei constă în faptul că se poate aplica și la demonstrarea existenței soluțiilor aproape-periodice Rolul esențial îl joacă următoarea : Lemă Se consideră sistemul = Г ®(# + «)d, ) (#,«)+/(/), ( ) unde ) are proprietățile precizate in § , iar f e mărginită pentru t~^> Dacă soluția banală a sistemului omogen corespunzător este uniform asimptotic stabilă, atunci toate soluțiile sistemului ( ) sînt mărginite pentru Observație Această lemă se prezintă ca o reciprocă a teoremei Demonstrație Pe baza teoremei ' există o funcțională V[t, cp] definită pentru orice t pe spațiul funcțiilor ф)] — x(t - ; astfel ca [ L Uf și deci ar exista )] = KxZ Jf Și V (t, x(t - ; , L M pentru $ q Л-►ОЦ- Pe de altă parte, lim шр H L Af sau И ж (« + ; O, LM Rezultă ІТП gup ^[^ + fe? x(t + fe + s; O, о+ Д Am ajuns la o contradicție, deci V [i, x (t + s; O, - || Ținînd seama de lemă, rezultă | V ( К К {Jtfi sup ( ) (t - ѳ, ) — ) (t, ) I - ) (t - Ѳ, — t) — ) (t, — т) I) - - Jf TSup| )«+ ,s)- )( )| +sup|/(t - Ѳ)-/( |} deci |ѵ( — t Pe baza ipotezei făcute asupra sistemului omogen, există T(e)cu proprietatea că t > T implică | у (t) | T, deducem | u(t - Ѳ) — | există Z (s) și T (s) cu proprietatea că în orice interval de lungime Z există Ѳ astfel ca | u(t + ) — u(t) | T Aceasta înseamnă că soluția «(Z) este asimptotic aproape-periodică Atunci u(t) = » (Z) + QO —~ H • ” = ( + s) de ■*) +/( - со (t + s) d, v) (t, s) dt dt J—o Deoarece co(t) tinde către zero cînd t->oo, rezultă Г l C° lim \ со (t + s) de v) (t, s) = căci | \ со (t + s) dg vj (t, s) | ; din lim Ы (Z) = rezultă că există T > astfel ca pentru Z > T să avem Z->QO I “ (Z) I T Fie Z arbitrar; există o — aproape-perioadă astfel ca Z + > T Atunci I xo ( astfel încît pentru | и I Demonstrație Existența soluției aproape-periodice x (/) a sisteihului pentru pi = rezultă din teorema Fie z(t) = x(t) — xQ(t) Obținem dz/ ) r° " Y - = \ z(t + s)ds ri(t, s) + p Z[t,z(t + s), pi], d/ j—oo Fie ^(Z) soluția aproape-periodică a sistemului —+ (t, s) + ^Z[t, , ] dt J-oo și zk (t) soluția aproape-periodică a sistemului = C° g {t+ s)dg {t, S) + V Z[t, Zk k (t + ), и] dt J ж Aceste soluții există și sînt determinate unic conform teoremei Notînd = — zk k{t) deducem Лei Г - * - = \ + + + s),[x] —Z[t,zk (t+s), [x]} dt J—oo deci, ținînd seama de teorema , rezultă evaluarea I Vk(t) К I { \KL sup - * (i) I = I { I KL sup I vk ( | De aici rezultă pentru | fx | suficient de mic convergența uniformă a șirului de aproximații succesive Limita acestui șir este o funcție aproape-periodică z(t, [x) cu lim z(t, [x) = Punînd x(t,ți ) = x (t)+z(t,p ) se obține ix->o soluția aproape-periodică a sistemului ( ) Stabilitatea soluției rezultă aplicînd teorema de stabilitate după prima aproximație Teorema este demonstrată în cazul particular cînd vj, /, g sînt periodice în t cu perioada со se obține un caz particular al teoremei (aplicația) SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT Metoda de mai sus se poate aplica la sistemele de forma — T)] + x(t), X(t—x), [ ], di unde Xo și Хг sînt aproape-periodice în t, uniform în raport cu celelalte variabile Presupunem că sistemul generator obținut pentru p = admite o soluție aproape-periodică x (i) cu proprietatea că sistemul în variații corespunzător are soluția banală uniform asimptotic stabilă Atunci pentru | pi | suficient de mic sistemul admite o soluție aproape-periodică, care pentru p -> tinde către soluția banală Punînd z(t) = x(t) — x (t) se obține un sistem de forma = A(t)z(t) + B(t)z(t-r)+Z [*, at pentru care aproximațiile succesive se construiesc după schema ( = o, -^L = a (t) zk (/) + В (t) zk (t-т) +zo[t, zk k (/), + d există (tj) > astfel încît \x’ -x"\ și vj > există e > astfel încît pentru oo \ £n J lim xn (—— t | = у (t); «-►□o en J (presupunem că pentru toți t avem xn (t) g D) SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT Demonstrație Avem pentru u > т : ®»(«—т) = ®»(«)—\ ®»(O dt = ®„(«) — к e„X[t, xn(t), xn(t—r)]dt Jw—T Ju—T De aici t ®n I — - T ] = ®»I — I - \ " e„X[s, ®n(s), ®»( -T)]d , t>TS„ U J J L T e» Fie | JT (t, x, y) | TEn 'e»> Pentru orice t > și t) > alegem N (vj, t) astfel încît dacă n > N (tj, t) să avem • e» „ - \e„ și lema e demonstrată ) pentru n > A ( ), t) Lema Dacă lim гп n->QO t în [ ,T], atunci ) = у (t) uniform în raport cu lim Г A |X xn xn - t] d« = Cx [у ( , у ( ] dt «-•■“Jo Le» \en) \e„ JJ Jo Demonstrație Avem ” X xn [M, xn - ТІ] dti - ( " Xo [y (tj), у (tj)] dtx 'o L®» \ ея/ \€n yj jo | , ®»[— Ж»(—— —(’ Xo [y (ti),У (ti)] d«i • ’еят L£n \£n/ \£» Jj JenT - + TEORIA CALITATIVĂ A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Dar ’o 'o f е„т Fi© (vj) astfel ca pentru | x' — x" | \Хь(х',у')-Хй(х",у”) | N (у) să avem zn N(y) să avem e„ t J ” țej -y(t) N (y) să avem și X —,y(ti)iy(ti) e„ —,У (Ч),У(Ч) e» T ’ I Xo [y (tj), у (^i)J Хо [ / (ij), у (^i)J | У (^i)] ( Xq [ / (/x), у (/i)] d^ N (tj) avem >®n (—- t) d ■ — M deoarece pentru o Jo Demonstrația teoremei Avem x(t, e) = x + e\ X [ , x(u), x(u—t)] dt* Jo Pentru t = — obținem e C e\ X[u, x (u), x(u—-y\â u Jo Facem în integrală schimbarea de variabilă v — г u Atunci e X A ( h x — I e dv Din faptul că | X | г ] = у (/J, «-►□о к-> J convergenta fiind uniformă pe [О, Т] Atunci у ( ) = ж și din (h , fM v I v iv П, ч ^ч =жо + \ -,®J- ’Мг т Г кЧ ' Jo L \Ч/ кЧ Л obținem pe baza Temei că У (h) = ж + [У (ѵ), у (®)] d® Jo De aici rezultă că у (t ) e soluție a sistemului У (t) = X [y (t),y(t)] Deoarece această soluție este prin ipoteză unică, deducem că pentru orice șir en-> există un subșir enjfc astfel ca Um A» = У Чч k) Dar aceasta înseamnă că lim x (—, el = у (tj și deci pentru orice e-> \ £ / ] > există e > astfel încît dacă astfel încît pentru tinde către Z° Și demonstrația acestei teoreme va fi precedată de cîteva leme Lema Fie Нг și H matrici pătrate de ordinul n Presupunem că valorile proprii ale matricii H, - H au părți reale negative Atunci există Yo > eo > astfel încît dacă astfel ca în semiplanul Yo- Deoarece în interiorul acestui contur g(s) e regulată și nu are zerouri, variația argumentului pe contur e nulă Atunci, pentru s suficient de mic, va fi egală cu zero și variația pe acest contur a argumentului funcției g{s) + (e~e sT — ) f(s,z) De aici rezultă că există e astfel încît dacă z e z> — y în afara acestui contur Dacă s e o rădăcină a ecuației, există un vector c astfel ca (H +H e-e sT)c = sc; dar | | ф)]—^Еф] ^- — pențru s Л-Ю+ h ІІФІІ вя , pentru \и | + | ѵ | || ‘d« -j^||T|| = ^ + - ІІФІІ к sy I Fie > Și T(v))=J ln eYo dacă ||фЦ Т(т)) avem I У(і, ф) I ] deci dacă ІІФІІ -In eYo ІІФІІ avem И(* + в; ф) (ІІФ Н+ІІ ф ||)||фі—ф || o^O în definitiv I supli у (a + ; ф ) II — sup ||y (g - ; фі) || | о^О I Пфі]- П? ]І Jo + sup|| y(« + cr + e; t, y(/ -s; «o, t Din faptul că sup||y(a + s ;/ , || în definitiv obținem pentru t С и t + h : | z (u; t, ф) I ; Z, ф)-у(ф; Z, ф)| dfl - + МЛЛ W+» {||ф || + zh(M ||ф || + M LIIф lp+ + Zt))} e‘MA + + s Z f Л||ф|| +^ + Lz rih De aici, pentru t + |F[g (Z ~ fe ~ ; Z, ф)] — V[y (Z ~ fe ~ ; Z, ф)] h о+ h lim sup (^ + fe + )] — V[y(t + h + s; t, cp) л->о+ Д - lim sup ^Ш£±А±£ А Ф)]-ЕЫ suficient de mic, o soluție periodică de perioadă T care pentru г -► tinde către zero Demonstrație Avem t, ) = ( + Д {[J -A] [H x(v ;t, A z(u;t, e -^ , I х(и; *,ф) -Я(и; t, Ф) | [J!f e -H,t - -Jf е«||ф||+ ЛГ і||ф|р+ ] (* + й - s; (* + fe -s;t, ?)] - F [ф] Z [e - — -WeII -a + + “ II ФІІ - II фll +B ] - - ФІІ = II фII [^ + И, e»II ФІІ - + JM-, || ФIP+ А ||ф||] Pentru C pentru O о+ Ti lim sup + + t > яф + $; ?)] - У [я>( о+ Д -,r' о+ h —, deci pentru e > O suficient de mic avem M E —a — M ]/ s TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Demonstrația teoremei Facem în sistemul ( ) schimbarea z = ț° + b Obținem sistemul b(t) = eB(t, b(/), b(t — st), s), -unde В are aceleași proprietăți de regularitate ca și Z și e periodică în t ■cu perioada T Fie CT Bo (u, v, s) = — \ В (t, u, v, s) dt -L JO Evident, Bo(O, , ) = Notăm B'(t, u, v, e) = B(t, u, v, e) — B (u, V, e) Avem fT —Д В (t, u, v, s)df = Jo Fie u, v, s) = \ q-w-s) B'(s, u, v, s)ds Avem B’ (t, u, v, s) = \ e~r‘aB" (t — a; u, v, s) do = Jo OO f(n+l)T = e—"”T \ B'țt — da = n= JnT oo fT ГГ = V e-В )Г \ e-^B* (t — c; u v, s) de = -\ e- * B'(t—s;u, v, s) ds «-o ?o ' — e-” , Jo Fie ; u, Vj £) = \ B*(^; îz, v, e)d£ Jo Avem mai departe CT ; и, V, s) = —— \ e~™B'(t — s-,u,v,z) ds = e-” — е~чГ •t e ” B" (c; u, v, s) da = li— T e” dl? e—ni — e-”r [eT-°B*‘] l V, p—ЧІ f -\ e ® B" (a; ti, v, s) da i r - e-w J SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT A -ut = —e riT V, г) - e”' e^B**(«, u, v, e)] - ti e— i CT * \ e (f“ )B**(Z — « ; u, v, e) ds = e-n( Jo ) (*T = B"(t, u, v, e) — —A — s ; u, v, e) ds — в Jo Dar B* are valoare medie nulă, deci B" este o funcție periodică, deci B“ e mărginită Bezultă | B’ (t, u, v, e) | С M + M -—( e-” ds = M — e Jo Să observăm că у; e-’ m, ft (i), s), dt SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT Fie ) = s Obținem în definitiv sistemul h (t) = e {[JE? + О (e) ] [Ях H (t) + H H (t - st) + [h (t), Л (t — ет)]] + O (e)J Acest ultim sistem verifică condițiile din lema , deci pentru e > suficient de mic are o soluție periodică h(t) de perioadă T care pentru e -► tinde către zero Dar B' (t, u, v, e) este funcție periodică de perioadă T, deci obținem o soluție b (t) periodică de perioadă T care pentru e tinde către zero Dar aceasta înseamnă că sistemul ( ) are o soluție periodică z(t) de perioadă T care pentru e -► tinde către £° Teorema e demonstrată Să punem în evidență o consecință a acestei teoreme Considerăm sistemul x(t) = X (t, x) - eTi [t, x(t), x(t — st), e], unde Xo și JTi sînt periodice în raport cu t de perioadă T Presupunem că soluția generală a sistemului »(t) = X (t, x) e periodică de perioadă T Fie x (t, h) această soluție ~ schimbarea de variabile x = x (t, z) Obținem dx (t, z) , dx dz , = ", «»(<> z)] + dt dz dt + elj [t, x (t, z(t)), x (t — st, z(t — st))] ( ) Facem Dar [t,x (t, z)]; dt x (t, h) este obținem z(t) = г d x soluția generală, deci matricea—- are inversă De aici dz dz z(t)) ] g^ gj Dacă aplicăm teorema , obținem următorul rezultat: Fie £° o soluție a sistemului z (c°, o)=A-£P, ѣ(«, ъV), o]dt = o • dZJX°, c, ), dZ (ț°, ț°, ) „ , du dv cu părți reale negative; atunci sistemul ( ) are o soluție periodică de perioadă T care pentru e -► , tinde către soluția x (t, t°) a sistemului generator Să observăm că în cazul cînd Xo și sînt analitice, acest rezultat decurge din teorema fără a presupune că întârzierea este mică TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Teorema Se consideră sistemul ( ) și se presupune că JT și Xr sînt aproape-periodice în t, uniform în raport cu celelalte variabile și că au derivate parțiale continue pînă la ordinul al doilea inclusiv Presupunem că sistemul x=XQ(t, x) are soluția generală xQ (t, h) aproape-periodică în t, uniform în raport cu h Fie Z(t, u, v, e) = du «o (t — eT> «), e]- Notăm CT Zo («, v, e) = lim — \ Zțt, u, v, s) dt t-+ astfel încît pentru e s), eT) + + B's(t — st, b(t — st), b(t — st), s), s] = B [b(t), b(t — st), s] + + O (ț (s)) =Hrb(/) +H (Л(/-st) + Bt [b (/), b (t - st)] + O (К (e))+O (s), unde H, = C, ), H = (Г, V, ), du dv IB^u, «)Kp(|«| + |«|) , |Bi(«i, « ) К * + e-^- = H+O(^(s)), deducem дВ'г dv unde lim (s) = s-> E + e în definitiv obținem h (t) = e Л (t) + e H h(t — £т) + гВг [Л (£), Л (t — £t)] + + £ Г [t, h (£), h (t — £Т), £], unde Hi = dZ°^°’ ) ■ , H = Zo(^°’ ), Br verifică inegalitățile du dv scrise mai sus, iar | V(t,u,v,z) | tinde către zero Din faptul că valorile proprii ale matricii Hx + H au părți reale negative, deducem, pe baza lemelor și că există o funcțională V [ ф)] Л-Ю+ h IIУ G Н" $ ф) II , unde у(/;і ,ф) е soluția sistemului ( ) De aici, ca în demonstrația teoremei , se deduce că pentru orice /(t) aproape-periodică sistemul x (t) = zHxx (t) + z H x (t — st) + / (t) admite o soluție aproape-periodică unică x (t) pentru care are loc evaluarea I ( deducem | hk ( y(£)- Rezultă | lk+ ( I { p L y (e) + y (e)} ; dacă y(e) t, uniform asimptotic stabilă, atunci pentru |p| suficient de mic sistemul ( ) admite o soluție periodică x(t,g ) cu proprietatea lim x (t, ți) = Xq (t) Ц -Ю Demonstrație Fie Ut operatorul definit de relația Ut ф — *r (t * “ , фу țx), unde x(t, ф, [i) este soluția sistemului ( ) care pe [—t, ] coincide cu ф Vom demonstra că Ut are un punct fix cu ajutorul teremei lui F Browder Nu restrângem generalitatea luînd x (t) = , căci ajungem la aceasta printr-o simplă schimbare de variabile care conservă proprietățile sistemului Stabilitatea asimptotică uniformă înseamnă existența unui număr > și a două funcții (e) și T(e) astfel încît dacă ||ф|| — t și dacă |Jф || T (s), atunci | x (t, ф, )| T+ t Fie S sfera ||ф || — x Dacă | (л I e suficient de mic, rezultă |« (t, ф, jx) | — x avem |a?(f, ф, ) | — т rezultă ( ) | x(t, ф, ) | f ) £ pentru T avem | x(t, astfel încît sup | x (s) — xQ(s) | n ,fc=« —Considerămsoluțiaa? (f+fco>); avemmax |« (/ + кы) — xoțt) | = max |« (s + n ) | = WjCO——T^S^O = max | x țs + n w) — xoțs + nj oo J Atunci x* țt) = lim x țt + rtj oo deoarece ® = ® țs ~t* îfyto)) = X țt J , ф„* (s)) Pentru t = s + fcco obținem lim x țs + кы + n, oo deci lim ф„ +t (s) = «*(« + кы) >“>oo ’ TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Dar din lim max |® (s + кы) — » (s) | = «—►QO t- rezultă lim max | » —T^e^O Din I ?„#+* (s) — ) — жо(О] = «-►QO atunci el admite o soluție periodică de perioadă OO ’ j->OO Dar x (t-, , OO /-►QO De aici, pentru t=s + со, se capătă x (s+ со ; , QO = a?(s;O, ?*) = există întregii pozitivi l și N astfel încît între oricare l + întregi pozitivi consecutivi să existe cel puțin un întreg т pentru care p,Un+x p) astfel încît pentru orice cuplu l,N există un interval de numere pozitive Lt,N de lungime? astfelîncîtpentru orice să avem p(Unp,Un+x p) > s pentru cel puțin un n > N Fie Li = L\a și \ L[; alegem pe Л întreg astfel ca Л — Лх să fie în L'z = L Alegem mai departe un interval L = L^z astfel ca v > (fe — hj); putem găsi un întreg Л astfel încît A —AjȘi hs—Л să fie în L'z în general alegem pe Lm+i = i»„+ v,+ astfel încît vm+i > max (ăâ — fcj, vm+i > ; e sufi- p, convergent uniform în raport cu n; se poate deci găsi R astfel ca p (Un+kr+ p, Un+l'’ p) R, s = , , , oricare ar fi n înlocuind pe n cu n — kr, rezultă că pentru r >• JE, s = = , , , și n > kT are loc relația p(rn+tr+s Ă r^ vnp) kt; ts se află în intervalul A„,r g corespunzător lui kr+s Lăsăm pe r fix, cur> R și alegem pe s destul de mare pentru ca vmr+j > kr Notăm N — = vmr+s Avem p(Un+Tp, Unp) N și ceea ce contrazice felul cum au fost alese intervalele Lema este astfel demonstrată Demonstrația teoremei Fie x (?) o soluție mărginită, uniform stabilă a sistemului ( ), ? Pentru ?o = пы deducem că || ж (пы + s) — ф (и) || na și deci |® (t + na ; na, ф) — ® (t + п - Dar x(t + « ; nco, ф) = x(t, , ф*), unde ф*(в) = ф(п — • Fie h , un șir de numere naturale, lim hm = oo Mulțimea QO este compactă datorită faptului că soluția ® (f) a fost presupusă mărginită Fie lcm un subșir astfel ca lim Ukm Фо = Фо • Avem ПіЛ^Фо - и' фі II = || ’ гт*"ф - и ФІЦ Pentru m destul de mare avem II Vkm Фо - ФІІІ — Aceasta înseamnă că со lim U +km — De aici pe baza lemei rezultă există l și N astfel ca între l + întregi consecutivi să putem găsi un întreg m astfel ca || Г» ф - Un+m фо || O; există tj > O astfel ca din ||ф — ф|| N (tj) ; atunci ||® (t * s; О, ф ) — x(t + « + ; О, ф )|| = = II® (i' + ; O, Uk Фо) — ® (f - s; O Uk+m ф ) || (У ) o Mulțimea ты este relativ densă, deci x (t) este asimptotic aproape-periodică Fără modificări esențiale în demonstrație, rezultatele din § , capitolul III, relative la perturbațiile singulare ale sistemelor neautonome, se extind la sisteme cu argument întîrziat de forma “ “ (t), ® (t-т), у (i), У (t - t ),e], dt ( ) = [t,x(t),yt), s], di unde f și g sînt, în raport cu t, periodice, respectiv aproape-periodice (în -cazul periodic, perioada va fi presupusă ca de obicei t) Pentru s = se obține sistemul =/[i,®( , X(t - ?), y(t),y(t - T), ], ( ) di Sr[i,®(t), /(t), ] = Presupunem că acest sistem admite o soluție [«(t), ®(t)] periodică, respectiv aproape-periodică TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Se notează U ( = gv [«,«(t), V («), ]) g'x [$, и (t), V (t), ] A( = Л ~fv V(t), = fXx - fVx U(t - t), A (t) = fv = /®т > Q (t) = gv> unde derivatele parțiale sînt luate în punctul [t, и (i), u(t — t), V (t), v(t — t), ] Teorema Dacă sistemul ( ) admite o soluție periodică, respectiv О А-(Г aproape-periodică [u (/),!>(/)] astfel ca— — — p E și dacă soluția banală a sistemului dE -^=A( U + -Bi( C(«-t) ( > at este uniform asimptotic stabilă, sistemul ( ) admite o soluție periodică, respectiv aproape-periodică unică x{t, z), y(t, e) astfel ca x(t,z) = u(t) + z^(t,z), y(t,z) =v(t) + zr\{t,z) — zU(t)ț*(t,z) Teorema Presupunem că sistemul ( ) admite o familie de soluții periodice de perioadă со > т, [u(t, c), v (t, c)] și că pentru soluția corespunzătoare valorii c = cQ avem ® ® — p E Dacă sistemul ( ) admite o soluție periodică de perioadă со de forma x (t, s) = и (/, c ) + e£* (/, e), у (t, z) =v (t, c ) + ev)* (t, e) — zU (t) Г (t, e), atunci ( Co) {-^ G, Co) (t) co) “ -® co) co) “ Л) d/^= Jo pentru toate soluțiile periodice independente (t, cQ) de perioadă со ale sistemului adjunct sistemului ( ) Funcția tq** (t, cQ) este dată de formula (t, Со) = - Q- (t, c ) к - [ di J SISTEME CU ARGUMENT ÎNTÎRZIAT COMENTARII BIBLIOGRAFICE Expuneri de ansamblu relative la sistemele cu întîrziere se găsesc în [ ], [ ] Rezultate cu privire la teoria stabilității sistemelor cu întîrziere precum și inegalitatea fundamentală din § se găsesc în monografia [ ] Rezultatele din §§ , au fost publicate în [ ], [ ], [ ], [ ] Rezultatele din § sînt publicate în [ ], cele din § parțial în [ ], iar cele din § într-o lucrare comună cu V M Popov [ ] Rezultatele din § sînt publicate în [ ], [ ], [ ], iar cele din §§ , , , în [ ], [ ] Pentru cazul sistemelor liniare cu coeficienți constanți rezultatele au fost date de- S N Simanov în [ ], [ ] Teoria sistemelor cu parametru mic se găsește în [ ] și în [ ], [ ] Pentru sisteme cvasiliniare rezultatele au fost stabilite de S N Simanov [ ] Rezultatele din § sînt publicate în [ ], iar cele relative la metoda mediei în [ ], [ ] Teorema se află în [ ] Teoremele și se află în [ ] iar teorema în [ ] ANEXĂ I ELEMENTE DE TEORIA TRANSFORMATE: FOURIER Fie f o funcție de modul integrabil, fțL (—oo, -|- oo) Numim transformata Fourier a funcției / funcția r - Ф (a) = \ e~‘“‘/(i) dt, a real —oo Stabilim următoarele proprietăți: ° Funcția Ф este mărginită, căci |Ф(а)| O există O astfel încît dacă R > Ro să rezulte f—R \ l/CO |dt dZ Fixăm pe R> Ro și alegem (s) = • Rezultă că R\ |/ t)|dt R pR e dacă | h | I p— " I l/HOK-L', /( - /( К ІИ l/( |€^ o • ^t sm-y |Л| deci/A ( € R - Rezultă că putem trece la limită sub semnul de integrare și obținem Ф'(а) = — \ e a ao Um/(X) = l, TEORIA CALITATIVA A ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE rezultă obligatoriu că l = Putem deci scrie că Mai departe f(x) = - к f'(t)dt Jx It = lim ( e iorf/' (t) dt = lim J e ia(/(t) Хі-Ю> J «,-►«> I ж ->оо A « ->oo + ia( e—ia*/(/)d/l = іаФ(а) Definiție Fie f,gGL\ Funcția h(x)=\ f(x—y)g(y)dy = \ f(y)g(x^y)dy se numește produsul de compoziție al funcțiilor f și g Teorema Dacă fagțL , atunci h e definit pentru aproape orice x real, h g L și avem | h | dt |/| dt\ | |di Transformata Fourier a lui Д este produsul transformatelor Fourier ale funcțiilor f și g Demonstrație Avem \f(x-t)\\g(t)\dx=\g(t)\\ \f(x — t)\dx = \g(t)\\ |/(t)|dt deci (t) dx deci f(x — t) g^ăx^L Rezultă că\ dt\ f (x — t)g(t) dx există și і^оі Pentru diviziuni de normă suficient de mică avem E n ( («) * (s) Jc Ja Teorema este astfel demonstrată Să observăm că aceleași calcule rămîn valabile în cazul cînd funcțiile care intervin au valori matriciale pentru care înmulțirea este permisă De asemenea se demonstrează la fel formula de forma pb rpd pd pb \ у (а ) \ x (s) d, ) (a, s — a) da = \ x (s) d, \ у (a ) ) (a,s — a) da Ja LJc J Jc Ja Presupunînd )(a, s) = pentru s > , are loc formula (y(a)K «(s)d, у; (a, s — a) da = ( x (s) d,( у (a ) )(a, s — a)da + Ja L J—- —A Ja pb pb + \ ® (s)d,\ у (a) ) (a, — a) da Ja Js într-adevăr, ținînd seama de condiția impusă lui tj deducem că p» \ x (s) d, ) (a, — a) = pentru e l(a, L-A Ja •a rb I ® («) (a, — a) da + pb pb pa pb + \ #(s)d, \ /(a) )(a,s — a)da = \ X (s) dg \ у (a) ) (a, s — a) da + Ja a J—A Ja pb pb + \ X (s) d, \ у (a) ) (a, s — a) da, Ja Js deoarece pentru >-a și a C a C s avem s — a ;> și ті(а, — a) = Ultima formulă obținută este cea folosită în mod sistematic în teoria sistemelor cu întîrziere ANEXA III TEORIA STABILITĂȚII SISTEMELOR LINIARE STAȚIONARE CU ÎNTÎRZIERE în cele ce urmează vom prezenta, după N N Krasovski, teoria generală a stabilității sistemelor liniare staționare cu întîrziere, bazată pe teoria semigrupurilor Se consideră un sistem de forma Л лг» n Г —-‘ = S\ + «)d^(«) di J T Dacă diqii=O pentru s =f= ^’fln=an pentru s = — tw se obține un sistem de forma d« , t > , arată că T(t) formează un semigrup Ținînd seama de inegalitatea fundamentală ( ) din capitolul IV rezultă || ’(і)ф|| Conform definiției operatorului T(t), rezultă și lim T(t) = I, t-»o+ unde I este operatorul identic, iar limita este în topologia tare, adică lim|| TU) Ф— фЦ = О X (a) da d ) (s) = '> x (®) da dr) (s) e Zfs’ 'o So pO Г pf eXsdv)(s) -\ \eX(’-—T J—t L Jo Deci pentru determinarea valorilor , soluțiile sistemului verifică inegalitatea || x (t + s; z (t + ; « ) (e) — (X — y) - ? = Se vede deci că dacă X aparține spectrului lui Ao, atunci X—y aparține spectrului lui A deci, conform ipotezei, Фе (X—y) — Y> de unde rezult A Фе X Zo, este derivabilă, iar ? (X, Ao) este rezolventa operatorului Ao Din calculele făcute pentru determinarea spectrului lui Ao se deduce că rezolventa se definește prin formulele •О e(X—Y)o \ ex(o-S) există P (y ) astfel ca || R (X, Ao) || C P(y ) pentru C X C Lo + Din teoria generală a semigrapurilor rezultă că -В (X, Ao) ф = -Ț- + Ao ТСІ Jy —tco pentru orice y > înlocuind expresia rezolventei deducem fY +iw w q fY +iw A Q TQ (£) = lim —: \ ex ТСЪ • y —îco X Jy —ico X ! P(X,AoMfodJ Jyj—ia X J Din această formulă se obține evaluarea II To (?) ф || , unde p > e oricît de mic Să demonstrăm acum că funcția z ( т + s; ф) este, pentru orice ф conținută în domeniul lui A% și în plus există Nlt N astfel ca || A z( x + s; ф) || derivabilă, iar din d^ sistem rezultă că — este continuă pentru t > t di De aici rezultă d g di = Y *?-+(" ,lg" +-?>^-d w dl ,U, dl pentru t > t Prin urmare g ( т - s; ф) este de două ori derivabilă și în plus = yz (Зт ; ф) + ( g (Зт + ® ; ф) e— d ](a), ds lo J-t d g( -r-|-s ;ф) ds = у т Ținînd seama de evaluarea pentru deci ІІ«Ф + «; Ф)ІІ <ІІФІІ De aici se obține însă imediat || x (t + ; ф) || < Q eYT e-(Y~*H ) ‘ || ф || =B e-“( Teorema este demonstrată COMENTARII BIBLIOGRAFICE Anexa II este reprodusă după lucrarea lui H Bray [ J, iar anexa III după [ ] BIBLIOGRAFIE I G Peteovski, Prelegeri asupra teoriei ecuațiilor diferențiale ordinare Ed tehnică, București, V V StepanOV, Curs de ecuații diferențiale Ed tehnică, București, В В НЕМЫЦКИЙ, В В СТЕПАНОВ, Качественная теория дифференциальных уравнений Гостехиздат, Москва-Ленинград, Е А CODDINOTON, N LEVInSOn, Theory of Ordinary Differential Equations Mc Graw-НШ Book Comp New York, Toronto, London, (Există traducere în rusă: Изд Иностранной Литературы, Москва, ) S Lefschetz Differential Equations: Geometric Theory Interscience Publishers, New York, London, (Există traducere în limba rusă : Геометрическая теория дифференциальных уравнений Изд Иностр Лит , Москва, ) Л С ПОНТРЯГИН, Обыкновенные дифференциальные уравнения Физматиздат, Москва, Т WAZEW KI, Systemes des equations et des intgalites differentielles ordinaires aux deuxiemes membres monotones et leurs applications Annales de la Soc Polonaise de Math , XXIII - ( ) A M ЛЯПУНОВ, Общая задача об устойчивости движения Гостехиздат, Москва- Ленинград, И Г Малкин, Теория устойчивости движения Гостехиздат, Москва-Ленинград, J L Masseba, Contribution to Stability Theory Annals of Math , , I, — (July ) К П ПЕРСИДСКИЙ, Об устойчивости по первому приближению Мат Сборник, , — ( ) В В РУМЯНЦЕВ, Об устойчивости движения относительно части переменных Вестник Московскогсг Университета Серия Мат и Мех , , — ( ) А Halanay, Generalizarea unei teoreme a lui К P Persidski Comunicările Acad B P R , , - ( ) И Г МАЛКИН, К вопросу об обратимости теоремы Ляпунова об асимптоти- ческой устойчивости Прикладная Мат и Мех , ( ), , — Н Н КРАСОВСКИЙ, Некоторые задачи теории устойчивости движения Физмат- издат, Москва, К КОРДУЛЯНУ, Применение дифференциальных неравенств к теории устойчи- вости Analele științifice ale Univ Al Cuza din Iași (seria nouă) Secțiunea I (Matematică, Fizică, Chimie), VI I, — ( ) I G Malkin Das Existenz-Problem von Ljapunovschen Funktionen Известия Физ- мат общества, Казань, III, , — ; III, , — ( ) I M Ghelfand Lecții de algebră liniară Ed tehnică, București, W Hahn Eine Bemerkung zur ziveiten Methode von Ljapunov Math Nachrichten, , - ( ) BIBLIOGRAFIE R BELLMAN, Stability Theory of Differential Equations New York, Toronto, London, (Există traducere în rusă Изд Иностранной литерутауры, Москва, ) Е А БАРБАпіИН, О двух схемах доказательства теорем об устойчивости по пер- вому приближению Докл АН СССР, , — ( ) А halanay, Ctteva observații asupra stabilității asimptotice, Analele Univ „С I Parhon”, București, Seria Științelor Naturii, , — ( ) — Un criteriu de stabilitate Comunicările Acad R P R , IX, , — ( ) H H БАУТИН, О поведении динамических систем вблизи границ области устой- чивости Гостехиздат, Москва-Ленинград, Т наскев, Stability of Partially Controlled Motions of an Aircraft Journal of the Aero- space Sciences, , — (Jan ) В E ГЕРМАИДЗЕ, Об устойчивости при постоянно действующих возмущениях Прикладная Мат и Мех , ( ), ИВО Вркоч, Интегральная устойчивость Чехословацкий Мат Журнал, ( ), ( ), — KYUZO HAYASHY, Оп the Strong Stability and Boundedness of Solutions of Ordinary Differential Equations Memoirs of the College of Science, Univ of Kyoto, Series A, Mathematics, XXXII, ( ) H П Еругин, Приводимые системы Труды Мат Инет им Стеклова, ( ) И М ГЕЛЬФАНД, В Б ЛИДСКИЙ, О структуре областей устойчивости канони- ческих систем дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами Успехи Мат Наук, , — ( ) М Г КРЕЙН, Основные положения теории \-зон устойчивости канонической сис- темы линейных дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами АН СССР, Памяти А А Андронова, Москва, , р — В А ЯКУБОВИЧ, Замечание к некоторым работам по системам линейных диф- ференциальных уравнений с периодическими коэффициентами Прикладная Мат и Мех , , — ( ) О Pebbon, Die Stabilitătsfrage bei Differentialgleichungen, Math Zeitschrift, , — ( ) R Bellman, On an Application of a Banach-Steinhaus Theorem to the Study of the Boundedness of Solutions of Nonlinear Differential and Difference Equations Ann of Math , , - ( ) M Reghis, Asupra stabilității neuniforme în spații generale Lucrările științifice ale Insti- tutului pedagogic Timișoara, ( ), Matematică-Fizică, — А И ЛУРЬЕ, в H Постников, Об устойчивости одного класса регулируемых систем Прикладная мат и мех , ( ) А И ЛУРЬЕ, Некоторые нелинейные задачи теории автоматического регулирования Гостехиздат, Москва, А М ЛЕТОВ, Устойчивость нелинейных регулируемых систем Гостехиздат, Москва, В А ЯКУБОВИЧ, Об устойчивости в целом невозмущенного движения для урав- нений непрямого автоматического регулирования Вестник Ленинградского Университета, Сер Мат Мех и астр , — ( ) — О нелинейных дифференциальных уравнениях систем автоматического регулирования с одним регулирующим органом Вестник Лен Унив № , Сер Мат мех астр , — ( ) S Lefschetz, An Application of the Direct Method of Liapunov Bol de la Sociedad Mate- matica Mexicana, Sec serie , , — ( ) V M POPOV, Nouveaux critâriums de stabiliU pour Ies systbmes automatiques non lintaires Revue d’ălectrotechnique et d’ănerg£tique, Acad R P R , V, , — ( ) В M ПОПОВ, Об абсолютной устойчивости нелинейных систем автоматического регулирования Автоматика и Телемеханика, XXII, , — ( ) В М ПОПОВ, Об одном критическом случае абсолютной устойчивости Автоматика и Телемеханика, XXIII , — ( ) — К вопросу о практической устойчивости систем автоматического регули- рования, содержащих элемент с неоднозначной нелинейностью Revue d’electrotechnique et d’energetique, Acad R P R , VI, , — ( ) BIBLIOGRAFIE В А ЯКУБОВИЧ, Решение некоторых матричных неравенств, встречающихся в теории автоматического регулирования, Докл АН СССР, , , — — ( ) J L Massera, The Existence of Periodic Solutions of Systems of Differential Equations Duke Math Journal, , - ( ) А ХАЛАНАЙ, Почти-периодические решения нелинейных систем с малым пара- метром Журнал чистой и прикладной математики Acad , В Р В , I, , — ( ) — Периодические и почти-периодические решения систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом Bevue de math pures et apoli-qu es, Acad B P B , IV, , - ( ) J L Massera, J J SCHĂFFER, Linear Differential Equations and Funcțional Analysis I Ann of Math , , , - (May ) I Barbălat, A Halanay, Solutions ptriodiques des systtmes d'tquations diffdrentielles non lintaires Bevue de math pures et appliqu£es, Acad R P R , III, , — ( ) И Г МАЛКИН, Некоторые задачи теории нелинейных колебаний Гостехивдат, Москва, Н Н БОГОЛЮБОВ, о некоторых статистических методах в математической физике Изд Акад Наук Укр ССР, Н Н БОГОЛЮБОВ, Ю А МИТРОПОЛЬСКИЙ, Асимптотические методы в теории нелинейных колебаний Физматгиз, Москва, А Halanay, Solutions ptriodiques des systbmes поп linâaires ă petit parambtre Rendi-, conți dell’Accad Naz dei Lincei Classe de Sci Fis Mat naturali, Serie VIII, XXII, fasc , — ( ) И БЕРШТЕЙН, а ХАЛАНАЙ, Индекс особой точки и существование периодических решений систем с малым параметром Докл АН СССР, , , — , ( ) F Browder, Оп а Generalisation of the Schauder fixed-point theorem, Duke Math Journal, , , - ( ) M URABE, Geometric Study of Nonlinear Autonomous System Funkcialaj Ekvacioj, , - ( O Vejvoda, On the Existence and Stability of the Periodic Solution of the Second kind of a Certain Mechanical System Чехословацкий Мат Журнал , — ( ), ( ) L CESAri, Existence Theorems for Periodic Solutions of Non linear Lipschitzian Differen- tial Systems and Fixed Poinf Theorems Contributions to the Theory of Nonlinear Oscillations, voi V, Princeton, , p — N Levinson, Small Periodic Perturbations of an Autonomous System with a Stable Orbit Ann of math , , - ( ) L FLATTO, N Levinson, Periodic Solutions of Singularly Perturbed Equations Journal of math mech , , — ( ) J K Hale-G Seifert, Bounded and Almost Periodic Solutions of Singularly Perturbed Equations Journal of Mathematical Analysis and Applications, , , — (August ) H Д АНОСОВ, О предельных циклах систем дифференциальных уравнений с малым параметром при старших производных Мат Сборник, , , — ( ) А Д МЫШКИС, Линейные дифференциальные уравнения с запаздывающим аргумен- том Гостехиздат, Москва-Ленинград, Л Э Эльсгольц, Качественные методы в математическом анализе Гостехиз- дат, Москва, А ХАЛАНАЙ, Некоторые качественные вопросы в теории дифференциальных урав- нений с запаздывающим аргументом Revue de math pures et appliquâes, Acad R P R , II, - ( ) — Теоремы устойчивости для систем с запаздывающим аргументом Revue de math pures et appliqu£es, Acad R P R , III, , — , ( ) — Критерии устойчивости для систем дифференциальных уравнений с за- паздывающим аргументом Revue de math pures et appliquâes, Acad R P B , BIBLIOGRAFIE V, , — ( ); Criterii de stabilitate pentru sisteme de ecuații diferențiale cu argument tnttrziat Comunicările Acad R P R , , , — ( ) А ХАЛАНАИ, Интегральная устойчивость в случае систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом Revue de math pures et appliquâes, Acad R P R , V — , — ( ); Stabilitatea integrală la sistemele de ecuații diferențiale cu argument tnttrziat Studii și cercetări matematice, XI, , — ( ) — Условие Перрона в теории общих систем с последействием Mathematica ( ), , - ( ) — Inegalități diferențiale cu tnttrziere și o aplicație a lor la o problemă din teoria sta- bilității sistemelor cu tnttrziere Comunicările Acad R P R , XI, , — ( ) В M ПОПОВ, А ХАЛАНАИ, Об устойчивости нелинейных систем автоматического регулирования с запаздыванием Автоматика и Телемеханика, XXIII, , ( ) А HALANAY, Solutions pfriodiques des systtmes linfaires ă argument retardt C R Acad Sci Paris, , ( ) — Sur Ies systtones d^quations difftrentielles linâaires ă argument retardă C R Acad Sci Paris, , - ( ) — Solutions pfriodiques des systbmes дёпёгаих ă retardement, C R Acad Sci Paris, , - ( ) — Периодические решения линейных систем с запаздыванием Revue de math pures fet appliquăes, VI, , — ( ); Soluții periodice la sistemele liniare cu tnttrziere Studii și cercetări matematice XII, , — ( ) — Теория устойчивости линейных периодических систем с запаздыванием Revue de math pures et appliquăes, Acad R P R , VI, , — ( ) G H ШИМАНОВ, к теории колебаний квазилинейных систем с запаздыванием Прикладная Мат и Мех , , , — ( ) — О почти-периодических колебаниях квазилинейных систем с запаздыванием времени в случае вырождения Докл АН СССР, , I, — ( ) А ХАЛАНАИ, Периодические решения систем с запаздыванием с малым параметром в критическом случае Revue de math pures et appliquăes, Acad R P R , VI, , - ( ) — Автономные системы с запаздывающим аргументом с малым параметром Revue de math pures et appliquăes, Acad R P R , VII, , — ( ) G H ШИМАНОВ, Колебания квазилинейных автономных систем с запаздыванием Изв высших учебных заведений, Радиофизика, , — ( ) А ХАЛАНАИ, Метод усреднения для систем дифференциальных уравнений с за- паздывающим аргументом Revue de math pures et appliquâes, Acad R P R , VI, , - ( ) — Почти-периодические решения систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом Revue de math pures et appliquăes, Acad R P R , V, , — ( ); Soluții aproape-periodice la sisteme de ecuații diferențiale cu argument tnttrziat cu parametru mic Comunicările Acad R P R , XI, , — ( ) — Асимптотическая устойчивость и малые возмущения периодических систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом Успехи Мат Наук, XVII, ( ), — ( ) А HALANAY, Perturbations sinqulitres des systtmes â retardement C R Acad Sci Paris, , — ( ); Сингулярные возмущения систем с запаздыванием Revue de math pures et appliquăes, Acad R P R , VII, ( ) H E BBAY, Elementary Properties on the Stieltjes Integral Ann of math , series II, , - ( - ) Redactor responsabil: PETRE MOCANU Tehnoredactor: ION GHICA Dat la cules Bun de tipar Apărut Tirai ex Hîrtie velină satinată de g'm x / Coli editoriale , Coli de tipar , A ) C Z pentru bibliotecile mari C Z pentru bibliotecile mici întreprinderea poligrafică nr , Str Brezoianu nr — , București R P R Comanda nr 